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LA FONCTION PERTURBATRICE D'UN SYSTEME CANONIQUE
D'EOUATIONS DIFFERENTIELLES-CALCUL NUMERIQUE

I7ie Popescu

Soit le systéme canonique

dr _8F  dH _ 3F  dA' _ 3F  dH' _ 3F
dt = 92 ’ dt 9ag ’ dt 9&' > dt  ag' ?
(1)
de _ _OF dg __3F dg' _ 3F  dg' _ _ _9F
dt ~ 8A > dt  dH ’ dt  3A' ? dt gt °

avec la fonction génératrice

|
|

1
(2) F:_
2 T13 Tys P

L A Al
F étant holomorphe, on peut la développer en série suivant les puissan-

ces entiéres et positives de €, pour les valeurs de ¢ suffisamment petits:

2
(3) F_FO+gFl+eF2+...

Dans la théorie de Poincaré concernant les solutions périodiques d'un

systéme d'équations différentieeles n'interviennent que FO et Fl’ ol
2 2
“ . _Kmli > N '3 ] .
0 2 A2 A2
L'expression analytique de la fonction perturbatrice Fl s'obtient de 1la
relation
_ dF
©) F1 7 3¢ | e0

En vtilisant le théoreme du centre de gravité et en exprimant les distances

r et r en fonction de r, P, W et les masses m des trois

13 23
corps, on aura

1° M0 Ty
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et aprés avoir fait les calculs on obtient

2 A ] o
(6) Foo=xl L 4 M_ﬁﬁiﬁ;l_+ MM 1 _rcosw 1
1 2a 2a 2 o
2 2 -
V p“+r =2rp cos w
ol
(7) cos w = cos(gtv)cos(g'+v') + sin(gt+v)sin(g'+v')cos(i+i’),

v et v' étant les anomalies vraies des deux mouvements. Si dans le
systeéme (1) on se limite aux deux premiers termes du développement en série
de la fonction génératrice F, on obtient les expressions analytiques des

fonctions de la partie droite:

3F { IV
aF _

7 TA [azp/l—e2 (-sin(g+v)cos(g'+v' )+cos(g+v)sin(g'+v')cos(i+i"))

- (r-p cos m)aze sin u] - 5

2 .
a’e sin u cos W }
p

i
é%; = E{ K%%- [a'zr/l—e'2 (-cos(g+v)sin(g'+v')+sin(g+v)cos(g'+v')cos(i+i'))
2 a'ze' sin u' (p+2r cos w) 1
- (r-p cos w)a'"e" sin u'] + 3
p
1
g§»= € KM%IEE [-sin(g+v)cos(g'+v')+cos(gtv)sin(g'+v')cos(i+i')].
1
gg;'= € Eﬁ%IEE [-cos(g+v)sin(g'+v")+sin(g+v)cos(g'+v')cos(i+i')]
OF .2 2 M KaMM' H
— =-k'm, — - ¢ (r-p cos Ww)cos u
aA 1 A A ——
AN A°-H
'3 ? v
-r+ .

jﬂ;'= —k2m2 M 4 kamt'( rtp cos w 2rpcos wtl ) H' cos u
A 1 A‘Z A 2 ——

2 ATV
8 = KaMM ! (r-p cos w)cos u B
ol A R —_—

Vv AZ-Hz
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9 s h U [
F' = eKa'MM' r + pcosw . _2rcosw + 1 J H cosu
9H A p2 /A'z_ H'Z

. . 2. 2 3/2 . )
ot on a noté A = (p +r -20r cos w) / , u et u' é&tant les anomalies

excentriques des d x mouvements.

Le systeme d'équations (1) a les fonctions de la partie droite bien
déterminées, dépendant de t, des huit variables canoniques A, A', H,

H', 2, &', g, g' et du paramdtre .

Pour 1'étude des solutions périodiques de troisiéme catégorie dans le
probléme des trois corps il est nécessaire de développer en série trigonomé-
trique la fonction perturbatrice Fl’ en ayant comme arguments les anomalies
moyennes £ et &'.

Soit £(2) une fonction périodique de & avec la période 2m et
finie pour n'importe quelle valeur de £; cette fonction peut étre dévelopée
pour toutes les valeurs réelles de £, dans une série trigonométrique con-

vergente:

(8) () = %-A + (Al cos +B_ sin ) + (A2 cos 29+B, sin 22) + ...

0 1 2

+ (Ak cos kg+B, sin k&) + ...

k

les coéfficients Ak et Bk étant

f(2)cos k& dg

A

1

(S
—
o 3

9) .
B, = —'J f(2)sin k& d2
k T
0
Si la fonction f(2) est paire, alors le développement (8) se réduit a:
1
(10) £f(2) = E—AO + Al cos % + A2 cos 22 + ... + Ak cos k% + ...

et si la fonction f(&) est impaire, alors le développement se réduit a:

(11) f£(2) = Bl sin & + B2 s1n22 + ... + Bk 31nk£ + ...

Soit e 1'excentricité de 1'orbite d'une planéte supposée élliptique,
% 1'anomalie moyenne & un instant quelconque t et u, Vv, T les valeurs
de 1'anomalie excentrique, de 1'anomalie vraie et respectivement le rayon

vectoriel qui se rapporte au méme moment t.
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Considérons la fonction f(&) = cos ku. Lorsque & tend vers 2m,
u tend aussi vers 2m; cos ku est donc fonction périodique de £ avec la
periode 2m et elle est paire.

On peut développer en série sous la forme (10):

(12) cos ku = l-A(k) + A(k) cos % + A(k) cos 2% + ... + Agk) cos j& + ...
2 o 1 2 3
ol .
Aék) = %‘J cos ku d2
13) 0
Agk) = %—J cos ku cos j& d&
J 0
De la relation
(14) u-esinu-=2
on déduit d& = (l-e cos u) du et il résulte:
m
Aék) = %~J cos ku(l-e cos u)du
0
pour k =1 on obtient Aék) =0 et pour k=1, Aél) = —e.

En effectuant une intégration par parties dans les relations (13)
on va obtenir
ki
Agk) = %E>J sin k u sin(ju-je sin u)du
J ™ Jo

et en remplacant & d'apres la relation (14) on aura

ﬂ
AFk) = EE»J sin j¢ sin k u du
J Jm 0
ou bien . .
Agk) = Ji-J cos[ (k-j)u-je sin uldu - Qi [ cos[ (k+j)u-je sin uldu
h im )y ™o

Si on fait la notation

(15) T (e) =

N

T
J cos (ku-e sin u)du
0

le coéfficient s'écrit comme suit:

*) _k
J

(16) N PO N CE)

La fonction Jk(e) s'appelle la fonction Bessel de premier ordre et

indice k. Cette fonction admet la développement en Serie
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0~1 8

(—l)h [ e y 2htk
2

7 I (o) = T T (D | 2

h=0
ot TI'(s) est 1'intégrale Euler de deuxiéme ordre

(18) T'(s) = J i P
0

et E est le nombre "e'".

En remplacant s par s+l et en effectuant une intégration par parties

on obtient la relation de récurence
(19) ['(s+1) = sT'(s)

La valeur T(%) se calcule directement et est 1. Si s est un nombre

naturel, alors T (s+l) = s!

(k)

Le coefficient Aj s'écrit
® g 2h+i+
t20) A(k) _k Z (—l)h 1 iE\ZIH-J k 1 (e h+j+k
3 J ot (D) [ T+l (2 J T (h+j+k) ( 2
On considére maintenant la fonction f£(2) = sin ku, qui est périodique

de & avec la période 2w, finie et impaire; on aura alors le développement

en série:
(21) sin ku = Bik) sin £ + B;k)sin 28 + ...+ B§k)sin il o+ ...
olt
m
Bfk) | j sin ku sin j2 d¢
J m 0
ou bien .
Bfk) = %5 J cos ku cos(ju-je sin u)du
J jm 0
k[T K [T
= — [ cos[(j-k)u-je sin uldu + T—»[ cos[ (j+k)u-je sin u]du
i™ )y it iy
c'est a dire
k) _k < .
(22) B, " == [J, . (Ge)+I. , (je)].
j N e
En considérant le développement (17), le coéfficient B;k) devient:
o3 s -k °Z° (-1y" [l de 2k L de y2hti
j 3 he0 r'(h+1) T (h+j-k) 2 I (h+j+k) 2
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En remplacant les coéfficients A§k) et BFk) dans les développements
(12), respectivement (21), on obtient:
coskwla®®, T Tk G 1 fge)WHT
2°0 . j  T(h+l) I'(h+j-k) 2
(24) j=1 h=0
.y 2htitk
1 je - .
- ° cos ji
T (ht+j+k) [ 2 J ]
(e} o +'_k
sin ku = ;o 1" 1 je |
G L3 T(h+tl) I'(h+j-k) 2
(25) j=1 h=0
1 je 2h+j+k
+m [ > } ] = sin j&
Dans le cas particulier k =1 on obtient:
[e<] o 4+~
COSu=_E+§: ZL__(:D_h—[ig\2h31
; 1 i_2) 1
2 421 h=0 i h!(h+j-2)! 2
(26)
1~ L . j2e2 * cos j&
(h+j) (h+3-1) 4 4
o o h 2h+j-
stnus= T 2.l .[jﬁ}hjl
; 1 oyt
301 Te0 j h! (h+j-2)! 2
(27)
1 .2e2
: [1 N e ] sin J&
Dans le cas des mouvements elliptiques on a:
(28) r = a(l-e cos u)
d'ot
o o 2h+ij~
r =a { 1+ EE -e ) ) 1 ___iilli.__[ ie L
: 1 21
2 o1 g i h!(h+j-2)! 2
(29)

,2 2
1~ : o e = cos j&
(b+j) (ht+j-1) 4
On déduit aussi le développement de 1'expression u - 1 = e sin u et de

la relation

du
s

(30)

I



ITie Popescu 101

I1 resulte:

. - et [ ge B ) 22 _
LI = e le hZO RI(hH-2) 1 [ 2 ] : [:l+ @) B 4 :]'C°S .

En utilisant les développements (29) et (31) on obtient les dévelope-
ments en série de cos v et sin v.
On a d'abord
a(l—ez)

(32) r= l+e cos v
d' ot
© 2h+j-1
2 _ L l) je
(33) cos v = —e + (1-e7) z Z : [ ]
521 h=0 h' (h+3 2)! 2

1 jze2
1+ : . i 0
[ (h+3) (h+j-1) 4 ] cos J
En considérant la relation

L

5
de

d(

e .
= sin v
/l--e2

on obtient

cin v = Va2 E E (-1t . [je 2h+i-1
1 oY1
J=1 B=0 h! (h+j-2)! 2

(34)

.2 2
1 - 2 1e ° sin j&
(h+j) (bHj-1) & J
Considerons une function S finie et bien determinée dont 1'anomalie
excentrique est u et ayant la période 2m; S est donc une fonction
périodique admettant la méme période et par conséquent on aura les

développements suivants:

(35) S

Il

N[ =

Py + py cos u + P, cos 2u + ... + qq sin u + q, sin 2u + ...

(36) S %»a + a cos & +a, cos 22 + ... + b, sin 2 + b_ sin 22 + ...

0 1 2 1 2

Supposons que le premier développement est connu et essayons de dé-
terminer le deuxiéme.

On a:
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cos ku = L () + z A?k) cos j&
20 . 3j
j=1
sin ku = z Bfk) sin j2
=1
et par identification on trouve
1, -1 (1
2 %0 T 2P0 T P1f
(1) (2) (k)
a. = p,A, + p,A,; + ... + DA, + .
i~ P1%y P2% Py
(1) (2) (k)
b, = B, + B + e B +
i 17 927 %5
(k) (k)

En remplaceant A, avec les expressions (16) respectivement

et B,
J J

(22) on obtient:

_1 5 P S
G7) 125 =3 kg kpy [J5  (Ge)-3 ., (G
=1
bo=L ] kg 5. Gertd. . G
N I I T R i+l
k=1
Si on note
[y
(38) E =7
alors le développement (36) s'écrit:
1 1 -1, .1 2, -2
S = 5 2 + 5 al(z+z ) + 2 a2(Z +Z 7)) + ...
I bl(Z—Z_l) o bz(ZZ—Z_Z) %
2/-1 2/-1
ou
_ 2 j
(39) =P # BEF B2 & s ¥ sz + ...
+p 2z e 274w 24
—L -2 -j
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( =1
Po =2 3
P = %»a + 4 b
J J 2/-1 J
P ;= %—a et b,
§029 0 gl
d' ot
a, = ZPO
40 a, =P, +P ,
(40) J J =]

b, = V-1 (P.-P )
h| j -3

Si on multiplie les deux membres des équations (40) par 7273 4L et

on intégre terme par terme entre les limites O et 27 on obtient:

1 2r .
(41) P, - 35— f sz ldg
J 2m '[0
On note maintenant
T
(42) Euv 1 = 5

En utilisant la relation (34), entre Z et s on obtient la relation

-ev/-1 sin u
= sE

et si on remplace V-1 sin u par
1 EuV—l_E—UV—l

5 (

O
)—Z(S
on trouve

e 1
-5 (= 7))
(43) Z = sE

et en introduisant dans la relation (41) Z et dg on obtient

2 ) JE.(S_ l_)
—Jr 2 s e 1
2mP. = J Ss “E [1- = (s+ = )]1ds
J 2 s
0
et si on met
j 1
28(5’5) e 1
U = SE [1- 5 (s+ )]
s
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on aura

Il

2m s
(44) 2P J Us Jdu

0

La fonction U peut &tre dévelopée en série convergente

=Pl +Plz+ .. AR 'z "2 F e 'z
U 0 Plz + sz + + P_lz + P_Zz + + P_jz

En comparant cette formule avec la formule (41) on tire la conclusion que

P, =P'.
J J
Si dans la relation (41) on intégre de 0 & 2w on obtient
2m . 2m .
P, = e J S—EE'” REPT R - j—z g—sz'J du
S AR /-1 Jo v
s < ds /T
En utilisant la relation (43) et en remplacant qg Par (s¥-1) on trouve
i 1
2 L. 18 (s- =)
(45) 2mP, =lJ g =) dE g2 S du
j iy ds
Si on considére la fonction
Jje (oo 1
S N Ly
j ds

et on suppose qu'elle peut &tre dévelopée selon les puissances entiéres
de son aura

j-1 -1 —-j+1

V=Q0+QlS+...+Qj_ls + ...+ Qs +...+Q_j+ls + ...
o -(3+1) . :
En multipliant par s et en intégrant on obtient
j 1
2m lg.(s_ =)
1 -(j-1) ds .2 s
(46 2mQ, =T( s — E du
) %<7 e

En comparant les formules (45) et (46) il résulte que Pj = Qj—l’
donc Pj est le coéfficient de SJ—l dans le développement de la fonction V.
Soit j et q deux nombres entiers positifs ou nuls et p un entier

quelconque.
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L'expression

(47) L=xT+)@-1)9

peut étre dévelopée selon les puissances de x, ce développement contenant
un nombre limité de termes. On note par N — les termes indépendants
“Psd>

de x dans ce développement; on peut dire aussi que N T est le
“PsJ>

PO . j 1 =
coéfficient de 1'expression (x + i—)J(x - ;’)q. représente un

.—P’j;q
nombre quelconque des nombres de Cauchy.

L'introduction de ce nombre permet la représentation sous une forme
plus simple de la fonction perturbatrice et pour cela on mettra en évidence

quelques unes de leurs propriétés. On a, par example

1 si j+p - q est paire

(48 N =

P>J>d 0 si j 4+ q - p est négative ou impaire
Egalement
(49) N = (-1

P,3,9 -P,J,9

qui se déduit de 1'expression (47) en remplacant X par i’.

105

Cherchons 1'expression analytique de N en supposant q > p, chose

-p,0,q
toujours possible en tenant compte de la notation (48). On a

P, _ L1 94 _ v, .8 Ti2u:e4 a=B-p
R G v o e

oi o et B sont deux nombres entiers qui vérifient la relation o + B =
Pour obtenir le terme constant de ce développement on doit faire

a—-B-p=0, dot

_aftep ., _4ap
=" B="
et
q-p
(50) = (1) 2 1.2 q
-p,0,q qtp | q-p
1.2 5 1.2 5
De 1la relation
- 1§41 1 -p+1 1 .j 1
x P+ x-2)8 = x P+ ) x - 21
X X X
p-1
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on déduit la relation de recurence

51 N . =N .+ N .
G -p,i+l,q -p+l,j,q -p-1,3,q

Donc pas par pas on peut obtenir les nombres Cauchy pour j = 2,3,...
Ces considérations ont une application directe dans le développement
. . o a \m ' ;
en série trigonométrique de ( ;’) , ayant comme argument 1'anomalie moyenne

%2, m étant un numbre entier positif.

On aura:
§= (2 =L, y 6™ eos, 2 =™ 4 y p™ (34,73
T 20 o1 J j 0 =1 J
(52) J |
™ - pp@
J
oll on a noté G;m) = 2P§m).
La fonction S a 1'expression:
e 1 -m
S = [l‘ 2 (S+E)]
(m)

et on peut appliquer les considérations précédentes; P est le coéfficient
J

de ¢ dans le développement de la fonction
1

e 1 -(m-1) %? (s- EV)
(53) U= [1- E-(s+ =1 E
s
Le coéfficient pém) est le terme indépendant de s dans le développement de
- [1- & 1,,-(m-1)
Uy = [1- 5 (s+ )]
qui est
B (m-1)m , e 2 1.2 (m-Dm...(m+2j-2) , e |2j 1 .25
Ug =1+ 71 (2)(s+s) + ..+ D1 (2) (s+s) +

d'oll on déduit

Lo _ ), @Dn e 2  m-Dnmtl) @t2) e 4
56y =1+ (l')2 ( 2 )T+ (2i)2 ( 5 )T+
(54) ! !
; m-Dm@tl). .. (m+25-2) % V2,

(231>

Si on note
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ao =1
o = bzl
1 1!
(58) . _ @Lm
2 21
o = (m-1)m. .. (m+h-2)
h h!
on aura
[1- & (s+ )17 @D _ 5 4 (2 )Ber 1 yb
2 s h* 2 s
h=0
Selon la formule (53) on aurag
(e} [ee] .q
+h 1 .h 1
U= ) ) %T’( g‘)q o, (st =) (s- g-)q
h=0 q=0
et en introduisant les nombres Cauchy on obtient
[ee] oo .q
e +h
(56) o™ -2 T ] ) Man
h=0 q=0 q: J,h,q
Pour les nombres N—j b qui ne sont pas nuls il faut que h + q = j + 2k,
b 3
k é&tant un nombre positif ou nul. I1 résulte d'ici que relativement a e,

le coéfficient sera d'ordre j et ne contiendra que les puissances j,

cm
J
i+2, j+4b,... de e.

On applique les formules précédentes dans le cas m = 2;

2 %—Géz) i Z ng)cos_ 2

a
(2) Loy eony

De la relation (54) on obtient

1 .(2) _ 1 2 1.3 4 1.3...(25-1) 2j
5 GO =1+ 5 € + 5% © + sew F 2.4...27 e F da

1
e

qui est la développement méme de (l—e2)

Les notations (55) se réduisent a Ay = 0 = ... = 1 et finalement on a
2 o
(57) ( é-) = 1 + z sz) cos, &
. 2 j=1 J 4
V 1-e
Le term z de 1'expression de Fl admet le développement
/1-2( T Jeos wh( £ ¥

en série
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o

(58) L = 2 P, (cos m)rj ;%

-0 J
/1-2( E—)cos w( E )2 3=0 d

Pj(cos w) sont les polynomes Legendre et ils ont la forme suivante:

m k. , .
- - ! -2k
(59) P.(cos w) = Z (-1)"(25-2Kk) (cos m)J Z
J k=0 2™k! (j=k) ! (j-2k)!
ol m = %' si j est pair et m = lél- si j est impair.

En tenant compte des formules (29), (31), (33), (34), (52), (54), (56),
(57), (58) et (59), la fonction perturbatrice Fl a été dévelopée en série

selon les puissances entiéres et positives des excentricités e et e' et

des inclinaisons i et 1i' les coéfficients de ces développements étant
’ PP

fonctions des demi-axes des orbites a et a'.

En abrégeant, on aura

$ $ §

- 1 a 1,2 sy et 3 ' v
(60) F Z o ¢ ( o e e [cos(i+i")] cos(n12+n22 +n3g+n4g )

1

ol 61, 62, 63 sont nombres positifs pairs ou nuls et N, Dy, ny, M,

sont des constantes entiéres.

L'expression (60) du développement de la fonction perturbatrice Fl

\l

contient les variables canoniques &2, &' et les inclinaisons des
q s> 8, 8

deux orbites par 1'intermédiaire de 1'inclinaison mutuelle i + i'., On peut
donc déduire que F1 satisfait 1'équation avec les dérivées partielles
oF oF
1 1

(61) 51 a1 0
Pour € = 0 on obtient

% , pr? i 2en” . /22
(62) a = 78 =——>5;e= - ; el = T

kmlM kmlM'

La fonction F est palre par rapport a cos(i+i') et de la troisieme

1
intégrale premiére des aires il résulte:

mG cos i + m'G' cos i' = eMG cos i + eM'G' cos 1i'

e(H cos i+H' cos i') = VZ

d'ol
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v
H cos i + H' cos i' = L v
€ A
\%
ou on & noté par VZ la limite 1im — . L'intégrale premiere
e>0 ©
mG sin i - m'G' sin i' = 0
s'écrit
H sin i - H' sin i' = 0
et finalement on obtient
(H cos i + H' cos i')z = H2 + H‘2 + 2HH'cos(i+i') - (H sin i-H' sin i')2
=3
= H2 + H'2 + 2HH' cos (i+i') =V

Z
d'ott il résulte

=2, 2 .2
Vo-{H+H"T)

Z
2HH'

cos (i+i'")

En remplacant les valeurs a a', e, e' des relations (62) et cos(i+i'),
b

il résulte que le développement de la fonction perturbatrice F contient les

1
variables canoniques A, A', H, H', £, &', g, g' et la constante des aires
VZ.
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