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NOUVELLE APPROCHES POUR LE CALCUL DES
AILES SUBSONIQUES DE GRAND ALLONGEMENT

Ion Paraschivoiu

RESUME

Le calcul des ailes subsoniques en régime incompressible a fait 1'objet
de nombreuses analyses théoriques, dont la plupart considére la distribution
elliptique de la circulation au long de 1'envergure, Une formule qui généralise
la distribution de la circulation seulement sur les ailes rectangulaires de
grands allongements a été proposée récemment par Sato [1],

Dans cet article on considére 1'écoulement & l'arriére de 1l'aile, dans
un plan Trefftz et avec une distribution de type série Fourier pour la circu-
lation, on calcule une aile &quivalente a 1'aile réelle; on obtient finalement
la portance et la trainée induite en fonction que de coefficients de forme;
les expressions obtenues sont vérifiées pour le cas particulier d'une distribu-

tion elliptique de la circulation,

NOMENCLATURE ET SYMBOLS

a = BZ/UO paramétre de la fonction Gamma

An = coefficients de Fourier pour la circulation T

R = allongement de 1'aile

Al = A/a

b = envergure de 1l'aile

b' = distance entre les axes des tourbillons libres au bord de fuite
B = coefficients définis dans 1'annexe (A-2)

B = expression définie dans 1'annexe (A-5)

e = corde du profil en une section quelconque de 1l'aile
¢, = corde du profil dans la section centrale de 1l'aile
CD. = coefficient de trainée induite

C ’ = coefficient de portance
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C1 = coefficient définit dans 1'annexe (A-3)
dE/dx = énergie cinétique rapportée 3 1'unité de longueur

dJ/dx = moment transversal rapporté & 1'unité de longueur

Di = trainée induite
F{8) = fonction du contour équivalent
G = fonction Gamma
k = coefficient de réduction de la circulation théorique par rapport &
celle expérimentale
= portance
m = paramétre de la fonction Gamma et indice des coefficients de forme
n = indice des coefficients de Fourier; n = 2p+1 pour les ailes symétriques
P = paramétre de la fonction Gamma
S = gurface de 1'aile projetée sur le plan horizontal
u_ = vitesse du courant non perturbé
w,w' = vitesses verticales induites
y = variable définie par 1'équation (4)
Bo’BZm = coefficients de forme
T, To = circulation des vitesses
§ = angle de déflection du courant & 1'infini aval
n = variable définie par 1'équation (5)
€ = grandeur petite et positive
[} = potentiel des vitesses
o
K = 7 nAz/A2
=2 n' 1
u = ke/2b = uoc/cO
v = (Bo - po)/Zuo paramétre de la fonction Gamma
P = variable définie par 1‘'équation (5)
P = masse spécifique de 1l'air
€] = variable définie par 1'équation (&)
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1, INTRODUCTION

La théorie de 1'aile d'envergure finie é&laborée par Prandtl [2] en
considérant la distribution de la circulation des vitesses au long de 1'enver—

gure a conduit a& 1'équation bien connue:

I‘=kow[o¢—6W—J. (1)
I

Cette formule a consitué une préoccupation intense de la part de plusieurs
auteurs [1], [3-10]. Dans tous les cas on emploie, des méthodes approximatives
qui remplacent 1'écoulement tridimensionnel autour de 1'aile par un écoulement
plan, dont la précision dépend d'extrémités de 1'aile et de sa forme en plan,
de profils de chaque section et surtout de l'allongement de 1'aile, Les
méthodes de la théorie linéaire s'appliquent avec des bons résultats pour le
calcul des ailes de grands allongements en négligeant la séparation du courant
autour de chaque bord d'attaque, En considérant ce phémoméne, la théorie
linéaire a été& modifiée par certains auteurs parmi lesquels on va citer
Multhopp [11] et Polhamus [12], qui ont élargit 1'application aux differentes
formes d'ailes et pour aussi des allongements assez petits,

La plupart des études sur les ailes & grands allongements considérent des
cas particuliers, soit pour la distribution de la circulation presque toujours
elliptique [3~5], soit pour des formes en plan des ailes rectangulaires ou
triangulaires; récemment Sato [1] a réussit a généraliser la distribution de
la circulation mais seulement pour les ailes rectangulaires de grands allonge-
ments,

En considérant la forme en plan de 1'aile connue et en tenant compte de
tourbillons libres dans un plan de Trefftz on peut calculer la portance et la
trainée induite pour n'importe quelle forme d'aile et pour une gamme d’'allonge-
ments assez grande par une méthode approximative mais avec des bons résultats,
surtout pour les ailes a bords d'attaques arrondis [13-15], Le calcul de la
portance maximale nous permet d'estimer aussi le comportement de chaque aile
au régime de décollage et d'atterrissage, La présente méthode représente une
extention de la théorie linéaire aux ailes d'une forme en plan arbitraire, ayant
les bords d'attaques arrondis et son application est considérable surtout pour

les ailes a incidence variable au long de 1'envergure,
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2, CONVERGENCE DE LA METHODE DE CALCUL

La vitesse verticale induite par la couche tourbillonnaire qui remplace

1'aile est donnée par la relation:

+b/2
1 ar dy
= Z;.J L (2)

w
-b/2 dy n-y

Considérons maintenant la distribution de la circulation I autour d'une aile

d'envergure finie par une série de Fourier donnée par Glauert [7]:
n
T =2bU_) A sin nb (3)

ol 6 est définie par 1'expression
y = - %—cos 0 (4)

et

n - g-cos (/NN (5)

Alors, la vitesse induite w devient, a4 1'aide des équations (3), (4) et (5)
remplacées en (2):

n .

w=0_ Jna SHDE (6)
% n siny
1
L'équation de Prandtl (1) peut etre exprimée en fonction de la nouvelle

variable 6 si on remplace w par sa valeur (6) en posant au lieu de ¢ 1la

variable 6 et on a:

n n
sin 6 Z A sin nb + q z nA sin n® = pa sin 6 , (7)
i *® 1 "

La résolution de 1'équation (7) donne des bons résultats par une méthode
approximative ayant cependant un caractére général, pour n'importe quelle forme

en plan de 1l'aile,
%s
Ainsi on représente 7;~sin ® qui est symétrique par rapport au w/2, par un

polyndme trigonométrique finit:

m
(co/c) sin 6 = F(9) = B, + 2 ; By COS 2mb (8)

L'équation (7) prend la forme suivante:
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n n
Mo % n An sin n6 + F(O) § An51n n6 = B0 sin e (9)

Dans 1'hypothése d'une incidence géométrique o = constante au long de
toute 1'envergure, 1'équation (9) devient homogéne & coefficients variables

qui peut &tre réduite & une autre équation de l'ordre 2m:

(n Mo + BO)An + BZ(An—Z + A

n+2) * B

Zm(An—Zm * An+2m) =0 (10)

qui peut étre simplifiée comme:
(nuo + Bo)An * BZ(An—Z t An+2) =0. (11}

La solution de 1'équation (11) est donnée par 1'intégrale de Laplace sous la
forme: q
A = J e eyae (12)
P
Pour les ailes symétriques, la circulation est la méme pour 6 et m - 6,
donc les termes sont impaires n = 2 p + 1 et 1'intégrale de Laplace peut étre

exprimée par une série convergente sous la form:

o m
Aetl -3 . e ; (13)
(-2a")G(p+vtl) m=0 (4a”) m ! (p+vtl)...,(p+vtm)
La constante C peut &tre calculée par 1'équation non homogéne:
(u, + BA, + BZ(A3 -AD =uo (14)

La relation (13) montre que les coefficients An de la circulation convergent
rapidement et donc il y a la possibilité de limiter leur nombre & 3 ou 4 en
fonction de la complexité de la forme de 1'aile, Ainsi pour les ailes

rectangulaires, trapézoidales et delta, on prend m = 3,

3. ECOULEMENT DANS LE PLAN DE TREFIFTZ

On considére qu'a 1'infini aval, le systéme tourbillonnaire reste dans une
couche plane et stable, L'énergie totale rapportée a& 1l'unité de la corde,
représente 1'énergie cinétique et 1'énergie due aux forces de pression, Si par
contre, on considére un déséquilibre de la couche tourbillonnaire qui prend
naissance a 1l'arriére de 1'aile en donnant deux cornets tourbillonnaires en aval
de 1'écoulement, le systéme tourbillonnaire se trouve dans un plan qui fait
1'angle § avec la vitesse du courant U_, Cet angle sera déterminé par

1'expression:



116 Nouvelle Approches Pour le Calcul

sin § = w'/Um . (15)

Alors les caractéristiques, comme la portance L et la trainée induite Di
peuvent etre calculée avec les relations [11, [3]:

_dJ

L = E;‘Uw - Di tan 6 (16)
_dE
Di = g% Cox S . 17)

A une distance assez grande & 1'arriére de 1'aile, on néglige la vitesse

U qui correspond a la réalité quand 1'aile se déplace dans un courant en

00?
repos,

Soit w' la vitesse verticale induite par la couche tourbillonnaire et
dirigée dans le sens négatif de 1'axe Oz; sa valeur est supposée le double
de la vitesse w donnée par la formule (6) parce que les tourbillons ne sont pas
limités en amont et aussi en aval, donc w' = 2w, La trace BA de la couche
tourbillonnaire dans le plan y0z de la Figure 1 est une ligne de discontinuité
pour la composante de la vitesse v' au long de 1'envergure,

Considérons deux points Pl et P2 sur la partie inférieure et sur la
partie supérieure de la couche tourbillonnaire, respectivement, avec les deux

]
vitesses égales en valeur absolue, ]VPl[ = |v . L'intensité tourbillonnaire

A
P2
pour une tranche dy rapportée a 1'unité de longueur sera:

IYI dy = v'dy - ew' + v'dy + ew' = 2 w'dy (18)

ou par définition,

T
¥] = - = 2wt (19)

L'écoulement autour d'une couche plane tourbillonnaire est un mouvement plan
irrotationnel qui peut étre représenté par un potentiel de vitesse ¢, ainsi

v' = L SR,

= 3y w' = Py (20)
9¢/3dy subie une discontinuité pour traverser la ligne BA:
20 o, [o . 1)
V), - _E Yy, L &
z 2 z 2

Soit K wun contour ayant les extrémités en P, et P, et qui entoure
toutes les couches tourbillonnaires du y jusqu'en A; la circulation sur K est
égale avec I parce que 1'intensité de toutes les couches a une valeur totale

égale a 1'intensité qui correspond & la circulation totale I autour de 1'aile
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dans la sectiomn y,
r = J v'dy + w'dz = J %ﬁ-dy + J EQ-dz = ¢, = ¢, (22)
K g K 0z 2 1
Le potentiel des vitesses est une fonction multiforme pour n'importe quel
contour qui traverse la ligne BA, tandis que pour le contour qui encercle
toute la couche tourbillonnaire BA¢, le potentiel est une fonction uniforme
et la circulation autour de celui-ci est nulle,

L'angle de déflection du courant & 1'infini aval & peut &tre déterminé
dans 1'hypothése que la portance est due a la circulation FO de la section
médiane (¢ = m/2), qui est supposée constante sur une envergure b'représentant
la distance entre les axes des tourbillons libres & 1l'arriére de 1l'aile, et que
la portance due au moment transversal est égale & celle due a la circulation
Po sur b, La circulation dans la section médiane de 1l'aile devient pour les

ailes symétriques en appliquant la formule (3):

L 2p+1
r,=2bU, Y (-1) Ayt = 2b U, CA (23)
p=0
avec C définit dans 1'annexe (A-3) en fonction de coefficients de forme,

1
Dans 1'hypothése ci-dessus, on a donc une expression modifiée par rapport a

celles admises avant [1], [3] qui dépend de coefficients de forme en plan de

1'aile par 1'intermédiaire de Cis

b' = b (24)

|3
Q=

1
et le moment transversal rapporté 3 1'unité de 1l'envergure a comme expression:
o

dJ +b/2
0. |

\]
%;-p b T :.% s oW wh , (25)

@ o

yly| dy
-b/2

L'énergie cinétique du courant rapportée a 1'unité de longueur dans le

plan de Trefftz est donnée par la formule suivante:
+b/2 b/2
dE 1 9 1
—=—7pmj¢a—¢;dy=5pmj w'r<y)dy=pmf+ w I'(y) dy (26)

dx
-b/2 b/2
BAB

qui a4 1'aide des relations (3) et (6) peut s'écrire:
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T n [ n
dE _ o szz f ) nA_ sin n8 ) A sin nb [d6
dx © L n n 7
o 1 1
2
n nA
- % o szi nAi y -2 (27)
171
dE _ 1
dx—zpr (l+K)T\'A1 (28)
n
< 42 2
ou Al(l + k) = % nAn F

Pour 1'angle de déflection du courant &, la formule (15) devient avec (23)
et (24):

sin § = 4 C A /n (29)

3. PORTANCE ET RESISTANCE INDUITE

La force portante sur 1l'aile est calculée en utilisant la formule (16)
dans laquelle on remplace les expressions du moment transversal (25), de

1'énergie cinétique (28) et 1'angle de déflection du courant ¢ (29).

Finalement on a la portance:

L=1 o b7U2 A [ -4 (acia 2:[ (30)
'TT
et son coefficient,
c, = '_—L_z_ TR A [ - (1+|<)ci ﬂ
@/2)p U’s -
_omx 4 272 7 .
= TR A !:1 - (l+‘lT)Cl 1® j[ . (31

ﬂ
En introduisant les expressions (28) et (29), la trainée due & la portance se

calcule avec la formule (17):
2_.
- 2 4 2
(1/2)p_b U (]_+l<)'lTA - |75 clA; . (32)
T

Le coefficient de la trainée induite s'écrit:
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Q
]
]

TR (l+|<)Ai [l -

Hi

Jl/Z

nA{(1+K)A1a 1 -— C/ATa

2 2 16 42 2
[ 4 1t . (33)

La finesse aérodynamique de 1'aile sera donc donnée par le rapport:

2 2 2 2 2-2 2
CL _ T —4(1+K)C1A1 B m —4(1+K)C1A1a ) (34)
By, (1+.<)Al(w4 - 1604Ai)1/2 () (n = 16Cigiu2)l/zgla

Pour le cas d'une distribution elliptique de la circulation 1'expression
(3) ne contient que le terme en A1 les autres étant nuls et donc les
coefficients aérodynamiques sont obtenus en faisant Cl =1 et k =0, Dans
ce cas on retrouve, par exemple, la portance maximale (CL/AK)maX = v2/§]9,

résultat calculé par d'autres auteurs [1], [3].

5, CONCLUSION

La différence principale entre 1'approche présente et la solution classique
de la théorie de la ligne portante est la facon de déterminer les coefficients
de la circulation, Al""’An’ en fonction des coefficients de la forme en plan
de 1'aile équivalente, La nouvelle méthode utilise une représentation analytique
de la forme en plan de 1'aile et évite ainsi de déterminer les coefficients de
Fourier par la méthode de collocation, Les expressions de An montre une
dépendance que de la forme en plan de 1'aile calculée (ou équivalente),

D'aprés 1'analyse présentée dans cet article, sur 1'influence de la forme
de 1'aile dans 1'aspect des caractéristiques aérodynamiques, on remarque qu'une
modification de la méthode linéarire de type Prandtl-Glauert nous permet
d'introduire une correction sur les coefficients aérodynamiques, Le procédé
employé représente une solution approximative pour les ailes d'allongement
AR > 3,0 ayant une forme arbitraire en plan, Pour trouver les meilleurs
coefficients de forme 60,282m il fout considérer une optimisation numérique
en prenant une gamme assez large de plusieurs sections (donc plusieurs groupes
de valeurs de 6) et de comparer les contours équivalents avec l'aile réelle,

Les expressions trouvées pour les coefficients de la portance et de la
trainée induite sont vérifiées dans le cas particulier d'une aile elliptique

dont la portance maximum est (CL/ARmax) = 1.899,
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En général, les ailes de grand allongement sont utilisées dans la con-
struction des éoliennes A axe vertical dont les pales ont la section d'un
profil symmétrique de type NACA 00XX avec une corde constante au long de la
pale, Cependant des études récentes [16] ont démontré les avantages d'une
nouvelle génération des turbines 3 axe vertical ayant la pale construite en
plusieurs segments de longueur différents de la corde et méme de section avec
différentes sortes des profils, L'utilisation d'une corde continuellement
variable peut contribuer aussi & 1'optimisation aérodynamique du rotor. Ainsi
la pale linéairement variable (17) ayant la corde a 1'équateur 1/3 de la corde
3 1'encastrement de la pale donne un coefficient de puissance maximum de 4,47
superieur par rapport & un rotor ayant une corde constante avec une solidité

de 0,25,

ANNEXE

Pour les ailes symétriques ayant une forme arbitraire en plan, le contour
peut &tre représenté par un contour équivalent & 4 termes donnés par 1'équation
(8) et les résultats sont satisfaisants comme on peut voir dans les références
[13-157.,

Dan ce cas 1l'équation (10) qui exprime la corrélation entre les coefficients

de forme 60, BZm et ceux de la circulation An conduit au systéme suivant:

5 7/ 7 79 5 L
2 B (410
B 8 8 BX B
e TRl TR = S (W I
B, -~ 2= ot = S |a + g, - |a, +|B,, - A, =0
1
[5 B, By By )5 278, )73 46 ~ B,
2 2 2
B 8 8 BX B%
{37 __2_§4___6]A7+ [32 ——B2—4}A5+ [BA ——B2—61A3+ B6Al 0
9 11 13 9 9
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oo B =np, t B avec n =2p + 1
" 1 4 P =0,1,2,000,7
Bt By, = By ~ B, By = B, - B ' (A-2)
BS, = ByBy» B3 = ByBg

Avec les notations ci-dessus la constante C1 peut s'eérire, en fonction

de coefficients de forme BO et BZm’ ainsi
2
B B B B B Bx
R = SR -
3 5 577 7 5 577
et d'autre part pour les ailes symétriques:
2 2 :
n A B B, B, — B%
k=] n—5=3 B2 + 5 —%»{B - _EQEZE___EEiJ (A-4)
n=2 Al B5 277
ol
g o au®s T P9 T Pae
2
ByBs = BgBs ~ By (A-3)
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Figure 1 : Ecoulement dans le plan de Trefftz






