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Sur un écoulement reproductif d’un
fluide visqueux, incompressible et non
homogéne

A. BARHOUN, A. Ben LEMLIH

Abstract. This paper deals with an existence result for reproductive
weak solution to a system of non-linear equations describing the flow of a
non-homogeneous viscous incompressible fluid. Then, we establish a criterion
that is more general and less restrictive than those introduced by Padula [17],
Ladyzhenskaya and Solonnikov [20].

Résumé. Dans cet article, nous présentons un résultat d’existence de solu-
tion faible reproductive pour un systéme d’équation intervenant dans la mod-
élisation mathématique d’écoulement d’un fluide non homogéne, visqueux et
incompressible dont I'observation initiale satisfaisant une propriété de repro-
ductivité. On établit ensuite, un critére d’unicité plus général et moins restrictif
que celui introduit par Padula [17], Ladyzhenskaya et Solonnikov [20].
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1 Introduction

On considére un écoulement reproductif d’un fluide visqueux, incompressible et non
homogene (densité variable) dans un domaine @ C R™ (n = 2 ou 3) durant un intervalle
d’observation [0,T]. Soient w la vitesse du fluide, 7 le coefficient de viscosité, p la densité
et 7 la pression. Le modele est alors décrit, (voir par exemple [13, 9]) par les équations
suivantes

% + div (pu.u) — 2div (nD(u)) = pf — V, (1.1)
Jdp . -

N + div (pu) =0, (1.2)

divu =0, (1.3)

pour (z,t) € 0x(0,T). Ici, f désigne la densité des forces extérieures et D(u) = 1(Vu+'Vu)
est le tenseur de taux de déformation.
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On suppose que sur la frontiere 02 du domaine, la vitesse u vérifie
u(z,t) =0, (x,t) € 02 x (0,T). (1.4)
La propriété de reproductivité pour la vitesse et la condition initiale sont
Ultmo = ult=r €t  pli=o0 = py dans (1.5)

ol py = po(x) est la densité initiale donnée.

Le systeme (1.1)-(1.3) est représenté par les équations conservatives de I’écoulement,
dont ’équation (1.1) décrit le mouvement d’un fluide visqueux (conservation de la quantité
de mouvement), ’équation (1.2) modélise la continuité (conservation de la masse) et (1.3)
traduit 'incompressibilité du fluide.

L’intéret porté a 'étude du modele (1.1)-(1.5) c’est qu’il s’adapte aux plusieurs situa-
tions réelles, en particulier ’évolution de plusieurs fluides incompressibles et non miscibles
par exemple 1'eau et I'huile, et I’écoulement dans un riviére contenant des matiéres en sus-
pension, etc ...

Le probleme a valeurs initiales classique correspondant au modele (1.1)-(1.3) a été
étudié par plusieurs auteurs citons par exemple les travaux de Antontzev et Kazhikhov [1],
Antontzev et al. [2], Kim [8], Ladyzhenskaya et Solonnikov [20], J.L. Lions [11], Padula [16,
17], J.P.Lions [12], Simon [19], Fernandez-Cara et Guillén [6]. Antontzev et Kazhikhov [1] ont
obtenu une solution faible localement en temps avec une hypothése initiale supplémentaire
imposée sur le moment pu en utilisant principalement les approximations de type semi-
Galerkin; puis Simon [19] a étendu ce résultat pour une densité initiale seulement positive
et une condition initiale au sens faible pour le moment pu. Avec les mémes techniques,
Antontzev et al. [2] ont obtenu une solution forte localement en temps sous des hypothéses
supplémentaires pour les données. Padula [16] et Kim [8], ont obtenu un résultat similaire
que [2]. J.L. Lions [11] et J.P. Lions [12] ont présenté des nouvelles versions de résultats de
Antontzev et Kazhikhov [1] en utilisant des arguments analogues a ceux de Antontzev et al.
[2].

Padula [17], Fernandez et Guillén [6] ont étudié l'existence de la solution faible du
probléme (1.1)-(1.3) dans un ouvert non nécessairement borné. Signalons ici, que tous ces
résultats ont été présentés pour le coefficient de viscosité constant.

L’idée principale de ce travail est un nouveau découplage nous permettant d’obtenir
I’existence d’une solution faible avec une propriété de reproductivité. En applicant la discriti-
sation de type semi-Galerkin (voir Kazhikhov [7]), nous pouvons se ramener a un probléme
de point fixe, et en utilisant des nouvelles estimations a priori, nous montrons ’existence et
I’unicité d’une solution reproductive.

Finalement ce travail est organisé comme suit: dans la section 2, nous donnons quelques
notations et résultats préliminaires qu’on va utiliser dans la suite. La section 3 introduit la
définition d’une solution faible en reécrivons les équations du systéme dans un cadre par-
ticulier, puis nous présentons un résultat d’existence de la solution faible pour le cas du
coefficient de viscosité constant. Ensuite, nous donnons la preuve du théoréme d’existence
en introduisant deux problémes a valeurs initiales grace & une discritisation de type semi-
Galerkin. Nous adaptons au cas de probléme avec propriété de reproductivité les méthodes
engendrant les problémes a valeurs initiales classiques; cela permettra en outre, de donner
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des estimations a priori (reproductives) constructives qui conduisent a appliquer un argu-
ment de point fixe. Dans la section 4, nous établissons un critére d’unicité de la solution
faible. Il généralise des critéres classiques comme le critére de Ladyzhenskaya et Solonnikov
[20] et celui de Okamoto [15] pour le cas du probléme & valeurs initiales grace a une pro-
priété supplémentaire de la solution faible, qui nous a permis de faire un couplage entre
les estimations reproductives de la sections précédente et celles provenant d’un probléme de
transport. Finalement, la section 5 généralise les résultats de la section 3 en considérant le
coefficient de viscosité du fluide dépendant de la densité.

2 Préliminaires et notations

Soit 2 C R™ (n =2 ou 3) un ouvert borné a frontiére 90 réguliére et soit 0 < T' < 400
supposé assez large. Pour tout 1 < p < +00, on note par W™P(Q2) ou W™P(Q)" lespace
de Sobolev usuel défini sur Q et muni de la norme |||, (m > —1 désigne un entier).
On note aussi par LP(Q2) ou LP(Q2)™ Pespace de Lebesgue sur 2 muni de la norme ||.||,, et
par ||.|ly la norme associée a un espace Y. Si X est un espace de Banach, on note par
L?(0,T; X) l'espace de Banach formé par des fonctions mesurables sur [0, 7] & valeurs dans
X et LP-integrable au sens de Bochner. On considére encore les espaces de divergence nulle
introduits pour le probléme de Navier-Stokes (voir [21])

V={veDQ)", V.w=0},
V = La fermeture de V dans W'?(Q)",
H = La fermeture de V dans L*(Q)",

ou D(N?) désigne Pespace des fonctions de classe C* a support compacte dans Q. Soit P la
projection orthogonale de L?(2)" dans H, on considére I'opérateur de Stokes A : D(A) C
H — H défini par A = —PA de domaine D(A) = W22(Q)" NV qui est auto-adjoint, défini
positif et caractérisé par

/ Av.aw dx = / Vo.Vw dz pour tout v € D(A),w e V. (2.1)
Q Q

L’opérateur A~! est linéaire continu de H dans D(A) et puisque I'injection de D(A) dans
H est compacte, A~! est un opérateur compact dans H et auto-adjoint; donc il existe une
suite de nombres positifs p; > 0, w1y < p; et une suite de fonctions {w;}52, telle que
A~'wj = pjw; (pour lexistence et la régularité de ces fonctions voir par exemple [9, 21]);
on note par A\; = ,u;l et puisque A~! a pour image D(A) on obtient

ij = )\jwj w; € D(A), (22)
O< A <...<X < Aj1 <on, limy A = +oo et {wj}]‘?‘;l est une base orthogonale de H.
De plus {w;//A;}52; et {w;/A;}32; sont aussi des bases orthogonales respectivement de
V avec le produit scalaire (Vu, Vo) u,v € V et de D(A) avec le produit scalaire (Au, Av)

u,v € D(A). On note par Vj, le sous-espace engendré par les {w; };”:1 et par @ le cylindre
Q x (0,7).



140 A. BARHOUN, A. BEN LEMLIH

Remarque 2.1. Les équations (1.1) et (1.2) peuvent étre remplacées par les équations
non conservatives suivantes

p <% + (uV)u) —2V.(nD(u)) + Vr = pf, (2.3)
% +u.Vp=0. (2.4)

En effet, d’une part, utilisant (1.2) et (1.3) dans (1.1) et d’autre part, (1.3) dans (1.2), nous
obtenons respectivement (2.3) et (2.4). Si 7 est constante, (2.3) peut étre remplacé par
ou

p <E + (uV)u) —nAu+ Vr = pf, (2.3")

3 Théoréme d’existence

Dans ce paragraphe, nous intéressons a un résultat d’existence d’une solution faible pour
le modele reproductif (1.1)-(1.5) modélisant I’écoulement dans un domaine 2 bidimensionel
avec le coefficient de viscosité constant. Les inconnues sont la densité p, le champ de vitesse
u et la pression .

Comme dans le cas du systéme de Navier-Stokes homogene et grace aux propriétés des
espaces a divergence nulle, nous pouvons définir une solution faible du probléme (1.1)-(1.5)
comime suit

Définition 3.1. Soient p, € L*(Q) avec 0 < a < py < B < 400 p.p. dans Q et f €
L2(Q). On appelle solution faible du probléme (1.1)-(1.5) le tout couple (p,u) vérifiant

u € L*(0,T;V)N L? (O,T; WQvQ(Q)Q)
p € L>(0,T; L>=(Q)), 0Owu e L? (O,T; LQ(Q)Q) ,
/ O (pu). dx + / (pu.w+nVu) Vb doe = / pfa dz
Q Q Q
pour presque tout t € [0,T] et ¢ € V,

/ Orp dx — / puNodr =0
Q Q (3.3)
pour presque tout t € [0,T] et ¢ € W&’Q(Q),

(3.1)

(3.2)

Le résultat principal de cette section s’énonce alors

Théoréme 3.2. Soit Q un ouvert borné a frontiére de classe C2. Supposons que
FEL*(Q) et py€L™(Q) avec B>py>a>0 pp. dans Q.

Alors il existe une solution faible (p,w) du probleme (1.1)-(1.5). De plus, p > « p.p. dans

Q.

Comme conséquence de ce théoréme, nous aurons
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Corollaire 3.3. Sous des hypothéses du théoréme 3.3, il existe une fonction = € L*(0,T;
Wh2(Q)), tel que (p,u, ) vérifie les équations (1.1)-(1.5).

Preuve du théoréme 3.3. La démonstration du théoréme 3.3 est fondée essentielle-
ment sur un argument de point fixe appliqué a une approximation de type semi-Galerkin.
La définition de solution approchée utilise une discritisation de Galerkin pour la vitesse et
une approximation de dimension infinie pour la densité.

On note dans toute la suite par ¢ une constante générique dépendant seulement des
données du probléme (2,1, «, 8,T, f). La preuve se fait en plusieurs étapes, premiérement
nous considérons un probléme approché a valeurs initiales.

A) Probléme approché. Soit V;,, = {w1,...,wn,} la base spéciale de V introduite par
(2.1)-(2.2), elle satisfait
—IPA’U)j = )\jwj et wj; € ct (ﬁ) V3. (34)

D’autre part, comme f € L*(Q) et p, € L>=(Q) avec 0 < a < py < 3  p.p. dans Q, on
peut définir respectivement

fn € C10,T); L2()?), fon — f dans L2(Q) et || fmll20) < I1/]122(0); (3:5)
Pom € Cl(ﬁ)’
Pom — Po dans L>°(Q) faible, et dans LP(Q) faible V 1 < p < +o0, (3.6)

1 1

— +infq pg < po, < — + supq py dans 2.

m m

Soit maintenant ug € V,,, donné, tel que ||ugll2 < K ol k est une constante indépendante
de m (définie ultérieurement), nous définissons les solutions approchées relativement a la
formulation (3.1)-(3.3) comme suit; on dit que (p,,,, um) est une solution approchée si

Pm €ECHQ),  upm €C([0,T]; Vin), (3.7)
P
T +um.-Vp,, =0 dans Q, p,li=0=py,, dans £, (3.8)
/ (3“m+( V) ) d+/V YV d / Frwd
m | —— + (U -V | wdz U -Vwdz = S W dT
o\ o 7 Ja o (3.9)
Yw € Vp, Um|t=0 = uwo dans .

Dans le but de montrer I'existence de la solution approchée, nous découplons le systéme
(3.7)-(3.9) en introduisant deux problémes linéaires.
Pour un v € C([0,T];V,,) donné, on résout le probléme suivant?

Trouver p € CH(Q) telles que,

% +0.Vp=0 dans Q, (3.10)

Pli=0 = po, dans Q.

2 Pour simplifier Pécriture on posera p = P €6 U= Um.
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D’autre part, pour v € C([0,7]; Vi) et p € C*(Q) (solution du probléme 3.10 correspondant
a v ), on définit le probléme linéaire
Trouver wu € C1([0,T];V,,) telles que,

/ { (p% + (pv.V)u — pfm) w + nVu.Vw} dr =0 (3.11)
Q
Yw € Vi, ult=0 = ug dans Q.

Le couple (p, u) solution de (3.10) et de (3.11) (avec v donné) est appelé la solution linéarisée
du probleme (3.7)-(3.9). Pour l'existence et I'unicité de la solution du probléme (3.10), nous
avons les résultats suivants

Lemme 3.4. Soient v € C([0,T); Vin) et pom € C(Q) vérifiant (5.6)3. Alors il existe une
fonction unique p solution du probléeme (3.10). De plus on a

a<p<p dans Q.

Lemme 3.5. Supposons que v et vy, sont deuzx elements de C([0,T]; Vi) tels que vy con-
verge fortement vers v dans C([0,T1];Vy,). St pour tout k, p, est la solution du probléme
(8.10) correspondant a vy, alors p;, converge dans C*(Q) vers p (solution du probléme (3.10)
correspondant & v ).

La preuve du lemme 3.5 est basée essentiellement sur la méthode des caractéristiques.
Si X est définie par

X
—p = v(X(z,);t) dans (0,7), (3.12)
X(.T,O) =,

pour tout z € Q. Lunique solution p de (3.10) est donc définie par
p(z,t) = po (871 (2)) V2€Q, Vtel0,T],
ot S; ! est application réciproque de S; :  — z = X (z,t) et X est la solution de (3.12)
(voir Kim [8]).
La preuve du lemme 3.6 se base sur la dépendence continue de la solution du probléme
(3.12) par rapport 4 v. W

Pour la résolution du probléme (3.12), on a le lemme suivant

Lemme 3.6. Soitv € C([0,T];V,,) donné et soit p € C*(Q) la solution du probléme (3.10)
associée o v. Alors il existe une fonction unique u € C'([0,T);V,,) solution du probleme
(8.11), de plus, u dépend contindment de p et de v, i.e., soient v et vy deux elements de
C([0,T; Vin) et si(p,u) et (py,ur) sont respectivement leurs solutions linéarisées correspon-
dantes, alors uy converge vers u dans C*([0,T]; Vin).

PREUVE. La démonstration est basée sur la méthode de Galerkin. En effet, si v est donné
dans C([0,T]; Vin) et p € C1(Q) est la solution du probléme (3.10) associée & v, on définit
la solution w du probléme (3.11) par

u(z,t) = Zgj(t)wj (), (3.13)
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ol g; est défini par

iaij(t) aiiﬂ + ibij(t)gj +d; =0 dans [0,7],

= t (3.14)
1<i<m, {gj(O)};n:l = composantes de ug dans V,,,
avec

/pr w; dr € C*([0,T7),
bi; /{ V)w;) .w; +nVw;.Vw;} dz € C([0,T]),

/pfm w;dxz € C([0,T]).
Q

De plus, la matrice A = {az-j}?fj:l est symétrique définie positive (uniformément en ¢ €
[0,T]) grace a lorthogonalité de {w;} dans H et au fait que p > o > 0. En particulier, la
matrice A est inversible et par conséquent (3.14) s’écrit d’une maniére équivalente sous la
forme d
g _ —1 1
g~ AT By AT, (3.15)
9(0) donné dans R™,
o B = {bj;}]_y, d = {d;}]" et g = {g;}}". Donc d’aprés les résultats généraux sur les
systémes d’équations différentielles, on est assuré de l'existence et I'unicité d’une solution de
(3.14) et par conséquent celle du probléme (3.11). De plus, la solution v dépend contintiment

de p et de v grace au systéme (3.15). =

Soit (p,u) la solution linéarisée du probléme approché, correspondant a une fonction
v € C([0,T7; V) donnée. Nous introduisons donc lapplication ®,,, définie par
®,, :v € By CC0,T); V) —u€ By € CH0,T); Vi), (3.16)

ou By est la boule fermé de centre origine et de rayon xo dans C([0,T]; Vi) et By celle de
rayon k1 dans C1([0,T7];V,) avec kg et k1 deux constantes positives indépendamment de
m (déterminées ultérieurement). En utilisant des estimations sur la solution du probléme
(3.10)-(3.11), nous déduisons

Lemme 3.7. L’application ®,, est bien définie, continue et posséde au moins un point

fize.

PREUVE. Nous multiplions (3.10)2 par %uw pour tout w € V,, et nous intégrons sur €,
puis nous sommons avec (3.11)3, nous obtenons en particulier pour w = u(t),

;;lt plul? dz + 77/ |Vul|? do = / pfm-u dz. (3.17)

On en déduit donc par le lemme de Gronwall que pour tout ¢ € [0,7T], on a

1/2 1/2 T 1/2
(/Q p|u|2dx) <t>s(/ﬁ po7,l|vo|2dw) - (/Q p|fm2dx) . (318)

Par conséquent, les propriétés de pg,,,, p, uo et f, entrainent que u est borné dans C([0, T7;
L?(£2)?) indépendamment de v, et & partir de I'expression (3.13) et le choix de la la base
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{w;}, on a
Z lg; ()] = / |ul? dz < ¢ Vte[0,T),
j=1 @

ol ¢ est une constante indépendante de m. Ceci implique que g; (1 < j < m) est borné dans
C([0,T7). 1l s’ensuit alors que

u est borné dans  C([0,T); V). (3.19)

D’autre part, utilisant la régularité des coefficients du probléme (3.14) et supposant en outre,

que v est borné dans C([0,T]; V;,,), nous pouvons déduire que % est borné dans C([0,T])

pour tout 5 € {1,...,m}. Ce qui nous donne, grace a I’expression (3.13), I'estimation

% est borné dans  C([0,T]; Vi). (3.20)

Par conséquent, on en déduit 'existence de deux constantes xg et k1 telles que
{ lulle(o,71;v,) < Ko pour tout v € C([0,T7; Vi),
[vlle(o,71:vm) < Ko entraine [luller(o,7)v,,) < K1,
donc lexpression (3.16) est bien définie et continue. D’autre part, grace au théoréme
d’Ascoli-Arzela, B; s’injecte d’'une maniére compacte dans C([0,T];V,,) et comme By est

une boule fermée de l'espace C([0,T]; Vi), le théoréme de Schauder affirme donc lexistence
d’un point fixe de 'application ®,,. =

Soient u,, le point fixe de @, ainsi déterminé et p,, la solution correspondante du
probléme (3.10). Alors (p,,,, um) est solution approchée du probléme (3.7)-(3.9) satisfaisant

pm €CHQ),  a<p, <p dans Q. (3.21)

Pour I'unicité de la solution approchée (p,,, um), on a le résultat suivant qui est a la base
de la section 4 qui suive.

Soient (pl  ul) et (p2,,u2,) deux solutions® du probléme (3.7)-(3.9), alors a partir de

3.8) et (3.9) les fonctions p = p; — p, et u = uy — us satisfont
17 P2
/ Po (Oru + (u.V)ug + (u2.V)u) wdx + 7]/ Vu.Vwdx =
Q Q

(3.22)
/ p (fn — Opug — (u1.V)ug) wdx Yw € Vyp,
Q
Op +u2.Vp=—uVp; dans @, (3.23)
Pli=o=0 et wuft=0=0 dans €. (3.24)

Les régularités de u; et p; (i = 1,2) entrainent que u.Vp; € C(Q), par conséquent, les
résultats obtenus pour un probléme de transport (voir DiPerna et Lions [5]) permettent de
caractériser la solution p du systéme (3.23)-(3.24); par l'estimation de 1’énergie suivante

1d
s llellz = —/Q/m-Vpl dz. (3.25)

3 Pour simplifier, on posera p; = pi, et u; = ul, (i =1,2).
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De plus, les estimations obtenues sur le probléme de transport correspondant a (ps,us)
permettent d’écrire (voir encore DiPerna et Lions [5])

t
[ [ 0w+ uwve)dos [ ppda= [ pol0)ds (3.26)
0 Q Q Q

pour tout ¢ € D(Q). D’autre part, remplacant dans (3.22) w par u, nous obtenons

1 d
3 o (G + 1P ) o+l vl =
Q t

— / ((pou.Vuy) udz +/ 0 (frn — Orug — (u1.V)ug) udz.  (3.27)
Q Q

En se basant sur les régularités de p; et u; (i = 1,2), légalité (3.26) est encore satisfaite
pour tout ¢ € WHL(0,T; W, *(2)). On peut alors utiliser dans (3.26) ¢ = |u[?, d’ou on
obtient pour tout ¢ € [0, 7]

i d
/ /p2 <E|u2+uQ.V|u|2) dx:/p2|u\2d:1:. (3.28)

On integre (3.27) dans (0,¢), on en déduit grace a (3.28) que

1
3 (/ poul? d:c) +77/ |Vul|3 = — / / pou.V)up) udz+

/ / ~ By — (w1 V)ur) ude.  (3.29)

Intégrant maintenant (3.25) entre 0 et ¢, puis nous sommons le résultat avec (3.29) on obtient

(/ngluﬁdx) (t)+||p<t)|%+2n/t ||Vu|§:—2/t/ (pu.V)ur) uda+
+2// m — Ogur — (u1.V)uq] udac—?/ /pu Vpydz. (3.30)

En tenant compte des régularités de p;, u; et f,,, le membre droit de (3.30) est donc majoré

[ 1l ([ paizac) + 5 ([ 1o2ae) [l

FlOruall2ffullz + [[(ur- V)1 ulleo + lulloo Vo1 ll2)

t
- h</ p2|u2dz+||p|§),
0 Q

ot h € L*(0,T). Donc le lemme de Gronwall permet de conclure, a partir de (3.24), que

(/Q palul® dw) (&) + llp®)]l3 =0 Vvt e[0,T).

ie,pp=pyetu; =updans ). m

On est ainsi conduit & introduire naturellement 1’application ¥ (ug) = wm (T) 0t (p,,, Um)
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est 'unique solution du probléme approchée (3.7)-(3.9).

B) Estimations a priori de la solution approchée. Dans un premier lieu, la condition

(3.21) entraine naturellement que
m €st borné dans L*>(Q),
p ! (@) (3.31)
a<p,, < dans Q.

D’autre part, de 'estimation d’énergie (3.17), nous pouvons établir grace au lemme de
Gronwall et aux propriétés des données ug et f,,, que

Uy, demeure dans un borné de  L°°(0,T; H) N L*(0,T; V). (3.32)

Reprenant l’estimation d’énergie (3.17), on obtient grace a 'inégalité de Poincaré

1d 1/2 1/2
3 [ sl + i [ fuf?de < ( / pm|um2dw) ( / pm|fm|2dx) . (333)
2dt Jq Q Q Q

ol \; est définie dans (2.2). Ainsi, de (3.31) et de I'inégalité de Young, on obtient

d 2 nA1 2 B / 2
— d — dr < — dx. 3.34
& | omtentdo + B2 [ gl dn < 2 [ gl o (334
Donc, pour tout ¢ € [0,T], on a
—nAqt ﬂz ¢ —nXp (t—s)
([ onluntae) 0 < 575 Juolp + 2 [0 as. 39
Q nAL Jo
En particulier, nous pouvons déduire que
2)| £112
B —aur BTz
lm (T} < Ze™7 luollf + —2 = (3.36)
Comme T est assez large, on en déduit que si k est choisi tel que
2)| £112
2o BN 172 (3.37)

B nA1 (a — Beinng) ,

alors de (3.36), on a ||t (T)]2 < k.

Par conséquent et grace au choix de la base {w;} (systéme orthogonal dans H) ’applica-
tion ¥ envoyant la boule? de V;,, de centre l'origine et de rayon x dans elle méme est continue.
On a ainsi, 'existence d’un point fixe, i.e.

U (0) = (7). (3.38)

Utilisons maintenant O;u,, comme fonction test dans la version conservative de ’équation
(3.9) on obtient donc a partir de (3.31)

nd
2 7 IVtmlls + allOrumllz < Bldsmlla (I finlla + llum |4l Vitmla) (3.39)

Par une inégalité de Young, l'estimation (3.39) devient

d
2 1Vuml3 + 1003 < e (Lfmll3 + lum 121 Vanllz) (3.40)

4 La boule étant muni par la norme ||.||2.



SUR UN FLUIDE REPRODUCTIF 147

ou ¢ est une constante dépendant de «, ( et 7 (c = %min(a,n)). Grace au choix des

fonctions wj, il est possible de prendre PAuw,,, comme fonction test dans (3.9); il en résulte
que

[PAUM, |2 < g (I fmll2 + 10suml2 + lum |4l Viem|4) - (3.41)

On utilise les inégalités d’interpolation classiques (on pourra consulter également Ladyzhen-
skaya [9] et Temam [21])

lella < cllelly?1Velly® Ve € Wo2()2,

1/2 1/2 1/4 3/4
IVella < cllelisllellss < clelly lellay Vo € W2()2, (3.42)
|Ag]2 < c|PA@|l, Vg € D(A),

on en déduit grace, a (3.32), que

Pl < ¢ (ke + 10l + 12 IPAws 7). (3.3
en utilisant 'inégalité de Young, on obtient
[PAU,[l2 < ¢ (Hfm||2 + | Osum]2 + ||Um||%,2) . (3.44)
Le membre droit dans (3.40) est donc majoré par
¢ (Ifmll3 + llumlZ 2 IPAUn|l2) - (3.45)

Ensuite, a partir de (3.44) et de I'inégalité de Young, nous pouvons déduire que

V|3 + 10¢uml3 < ¢ (Ifmll3 + lumllt ) - (3.46)

-
dt
D’autre part, d’aprés (3.32), on a pour tout ¢t € [0,T — 1]

t+1
/ IVtmllZ ds < 2020 < €
¢ (3.47)

t+1
/t | fnllZ ds < 1F1122 00

de sorte que 1’on peut appliquer le lemme de Gronwall uniforme suivant

Lemme 3.8. Soient g, h et y trois fonctions positives, localement integrable pour tg <t <
+00, avec

dy
=< h YVt >t
dt‘gy+ > to,

et [[Try(s)ds <&p, [T h(s)ds <&, [[Tg(s)ds <€ V>,

ot &4, €5 et € sont trois constantes positives. Alors
yt+1) < (6 + &) V=t
PREUVE. Voir par exemple Temam [22] p. 89. =

Dong, il existe une constante ¢ indépendante de m tel que
[um(T)IIF 2 < c. (3.48)

Comme ug est un point fixe de P’application ¥, alors de (3.48), il résulte que |jugll1,2 est
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borné indépendamment de m et par conséquent, en partant de (3.32), nous déduisons grace
au lemme de Gronwall appliqué a I'inégalité (3.46) que

Uy, demeure dans un borné de L*(0,7T;V),
{ Oy, demeure dans un borné de L2(0,T; H).
Ainsi de (3.42), (3.44) et (3.49), il vient que
Uy, demeure dans un borné de  L2(0, T; W*2(Q2)?). (3.50)

Les injections de Sobolev entrainent que u,, est borné dans L°°(0,T;LP) N L*(0,T; L>)
pour tout p fini, puisque V' C LP(2)? et W22(Q) C L*°(Q). Donc la version conservative
de 'équation (3.8) et 'estimation (3.31), permettent de déduire que pour tout p € [1, +o00],
ona

(3.49)

Otp,, est borné dans L°°(0,T; W~ P(Q)) N L*(0,T; W~1°°(Q)). (3.51)

C) Processus de passage a la limite. Pour la suite, nous avons besoin des résultats de
compacité introduits par Aubin-Lions (voir [10]) et Simon [18], pour cela, on considére le
lemme suivant (voir Simon [18]),

Lemme 3.9. Soient X, B et Y trois espaces de Banach tels que X C B C Y, avec
Uingection X C B est compacte. Alors, si 0 < T < 400, l'injection suivante est compacte

L>(0,T; X) N {v; 0v; € L"(0,T;Y)} CC([0,T]; B) si 1<r <+4oc.

Dans un premier temps, les estimations obtenues antérieurement pour p,, dans (3.31)
et (3.51) permettent d’appliquer le lemme 3.10 pour X = L>(Q), B = W-1T2(Q), Y =
W=LP(Q) et r = 2, ce qui entraine que

Py, est borné dans un compacte de  C ([0,T]; W~1°(Q2)) . (3.52)

De méme, utilisant encore le lemme 3.10 pour X =V, B = H et Y = H, nous pouvons
déduire, grace a estimation (3.49) que

U Teste borné dans un compacte de C ([0,7]; H) . (3.53)

Par conséquent, les estimations citées ci-dessus et les propriétés de compacité (3.52) et

(3.53) permettent de définir des suites extraites de (p,,) et de (u,) (notées encore (p,,) et

(um)) telles que, il existe des fonctions p € L°(2) et u € L>(0,T;V) N L*(0,T; W22(Q)?)

satisfont
L>(Q) faible,,

C ([0, T); W~1o(€)) fort,
L>(0,T;V) faible,,
Um — u  dans L?(0,T;W?22(Q)?) faible, (3.55)
C([0,T]; H) forte.
Utilisant maintenant (3.51) et (3.55), nous déduisons que p,,u,, — pu dans® D'(Q) et
dans L2(0,T; L*(Q)?) faible, et 0;p,, — Oyp dans L (0,T; W1P(Q)) faible, (p < 1
fini). Donc, par passage a la limite dans la version non conservative de I’équation (3.8),

P — p  dans { (3.54)

5 D'(Q) désigne I'espace des distributions sur Q.
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on trouve l'expression (1.2) au sens de D'(Q) et par suite dans L* (0,T; W~17(Q)) N
L? (0, T; W=1(Q)) pour tout p € [1,+00[ grace aux propriétés de régularité obtenues
pour p et u.

D’autre part, pour passer a la limite dans I'expression (3.9), nous aurons besoin du
résultat suivant

Lemme 3.10. Soit Q un ouvert borné de R™ a frontiére lipschitzienne et soit 1 < p,q <
+oo. Si %—i—% < 1, alors Uapplication (u,v) — uv est bien définie et continue de WP (Q) x
W=14(Q) dans W=17(Q) ou L = pi* + % et px désigne l'exposant de Sobolev de p.

Pour la preuve de ce lemme, voir appendice. ®

Donc, en vertu du lemme 3.11, application (u,v) € WP x W1 — gy € W=L»p
est continue et avec les estimations (3.50) et (3.51), nous déduisons que u,,0;p,, est borné
dans L? (0,T; W~12(2)?) pour tout p fini, et d’aprés (3.31) et (3.49), p,,0pun, est borné
dans L?(Q). Par conséquent 9;(p,,um) est borné dans L* (0,T;W~1P(Q)?). D’autre
part, p,,un est borné dans L? (0,7 L>()?) grace a (3.31) et (3.50). Donc le lemme
de Aubin-Lions (voir Lions [10] p. 57) entraine la convergence forte de p,,,u,, vers pu dans
L2 (0, T; W12 (Q)?).
Utilisant encore le lemme 3.11 pour les espaces (W12 x W~ W ~12) nous pouvons avoir
la convergence forte de p,, tm Uy, vers pu.u dans L? (0, T; W12 (9)4).

Par conséquent, en passant a la limite dans la version non conservative de I’équation
(3.9)1, nous obtenons (3.2) grace a un processus de densiteé.

Finalement la propriété (3.55) entraine la convergence dans H de u,,(0) et de wu,,(T)
respectivement vers u(0) et u(T'), par suite, de (3.38), nous obtenons

u(0) = u(T). (3.56)
D’autre part, de (3.54), on a p,,(0) — p(0) dans W~=1°°(Q), par conséquent tenant compte

de (3.6), nous avons p(0) = p,. Ainsi s’achéve la preuve du théoréme 3.3. m

PREUVE DU COROLLAIRE 3.3. En partant de Pexpression non conservative (2.3) nous pou-
vons déduire grace aux propriétés de p, u et f que

o281 (pu.V)u— i — pf € (0,5 L))

En outre, d’apreés la conclusion faite sur la convergence de (3.9)1, on a
0
/ <% + V.(pu.u) — nAu — pf> wdr =0 YveV.
Q

Donc le lemme de De Rham (voir [4]), permet de déduire I’existence d’une fonction 7 €
L2(0,T; W12(Q)) tel que

ou
e
Par conséquent, (p,u, ) est solution du probléme reproductif (1.1)-(1.5). =

Vr = + (pu.V)u —nAu — pf.

Remarque 3.11. 1l est clair que, d’aprés le lemme de De Rham, la fonction 7 (pression)
est définie & une constante additive prés.
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Remarque 3.12. On pourrait se poser le probléme de savoir si le choix de la condition
(3.37) est possible. En effet,

éexp (—M) <1leT> i1og£,
Q@ 15} A1 @
si, par conséquent, T est assez large, notre choix (condition (3.37)) est donc raisonnable. De
méme, ce choix est encore raisonnable si par exemple le coefficient de viscosité n est assez
grand,

B B

L og 2.
T2 T %% a

4 Sur P’'unicité de la solution faible

L’unicité de la solution faible du probléme (1.1)-(1.5) est encore une question ouverte;
la situation est similaire a celle du probléme de Navier-Stokes tridimensionnel. Cepen-
dant, les premiers résultats d’unicité ont été introduits pour le cas du probléme & valeurs
initiales correspondant a (1.1)-(1.4) par Ladyzhenskaya et Solonnikov [20] concernant la
solution réguliére, i.e., la solution faible vérifié en outre p € L°°(0,T; W1>°(Q)) et dp €
L?(0,T; L>(R2)). Plus précisément, ils ont montré le résultat suivant

Théoréme 4.1. Soient Q C R™ un ouvert borné a frontiére dans C* et ¢ > n. Si
up € W10V, po €CHQ) avec py>a>0 dans Q.
Alors il existe T, < T tel que le probléme & valeurs initiales correspondant o (1.1)-(1.4)
admet une solution réguliére (p,u, ) unique. De plus
p€CHQx[0,T.]),
u, Vu, Vu et Oy € LI(Q x (0,T%)),
m, Vr € LY(Q x (0,T)) et /Q?T(J?,t) =0 p.p. dans (0,Ty).

Ensuite, Okamoto [15] a obtenu un résultat similaire a celui de [20], en considérant le
cas f = 0. Il a utilisé la version hilbirtienne du cadre fonctionnel de [20] en se basant sur
la théorie abstraite des équations paraboliques. Notons que dans [15], Okamoto a considéré
une hypothése moins restrictive sur py, a savoir, p, € Wh>(Q) et p > a > 0 dans Q.

D’autre part, Padula a montré dans [17] que si (py,u1,71) et (pg, uz,m2) sont deux
solutions faibles du probléme & valeurs initiales (1.1)-(1.4),telles que®

FeL=0,T;LYQ)"), py€ L®(Q)NLY(Q) avec

0<a<pylx)zlF <b et |Vpy(x)|.|]z|> <c dans
avec 4\ > 3k et a,b, c sont des constantes et

Oop € L*(Q),Vu € L*(0,T; L= (Q)") et 0;Vu <€ L*(Q),

alors les fonctions (py,u1,m1) et (pg, uz, m2) coincides.

6 Ici, Q pas nécessairement borné.
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Dans cette section, nous allons obtenir un résultat d’unicité plus général et avec une
hypothése moins restrictive, nous avons donc

Théoréme 4.2. Soient Q un ouvert de R? a frontiére de classe C%, p, € L=(Q) et f €
L?(0,T; L9(Q)?) pour tout q € (2,+00). Si (py,u1,m1) et (py,uz,m2) sont deux solutions
faibles” du probléme (1.1)-(1.5) et si de plus (py,u1) vérifie en outre,

dyu1,Vp, € L*(0,T; LY(N)?), Vg€ (2,+00). (4.1)
alors nous aurons p; = py, U1 = Uz, et Vry = Vma.
PREUVE. Nous allons suivre la démarche utilisée dans la preuve de I'unicité pour la solution

approchée. posons p = p; — py, U = u3 — Uz et ™ = 7 — w2. Alors (p, u, ) est solution du
probléme suivant

P2 [Oru 4+ (u.V)ug + (u2.V)u] + nAu+ Vr =
plf — Owur — (u1.V)ui] dans L*(Q), (4.2)
Op +u2.Vp=—u.Vp; dans L*(0,T; W~1>(Q)), (4.3)
pli=o =0 et wul|t—g =ult=r dans Q. (4.4)

Par conséquent, l'analyse introduite dans (3.22)-(3.29) permet a l'aide de (4.4); d’obtenir
I’estimation d’énergie suivante

(/szluIde> (t)+||p(t)|§+2n/0t ||Vu|§:—2/Ot/Q((pu.V)u1).udm+
+2/0t/QP[f—8tu1 — (u1.V)uq] .udx—2/0t/ﬂpu.Vp1 dr. (4.5)

Ensuite, utilisant I'inégalité de Holder, nous pouvons déduire que le membre droit de (4.5)
est majoré par

t t
Z;HVUM2<AQEWFdw>+1A oll2l el ullz + [loll2l|Beti o[ P2afl2+

t
lelaHWl||2HWH2IIU1II2,2}+/0 pll2[[Vull2[[ Vo llq,  (4.6)

pour tout g € (2, +00). Finalement, apres avoir utilisé 'inégalité de Young pour lestimation
(4.5), nous obtenons

302 a2 t2 tlz
Hﬁﬂb+%%+nllWMb%§cﬁHﬁwb@+

2.2) loll3 ds.  (4.7)

En tenant compte de ’hypothése (4.1), nous pouvons déduire que (4.7); peut étre majoré

t
+ 0/0 A1Z + 1Vl + 190 l1g + 1 0sunllg + [l

7 Avec m; est récupéré par le lemme de De Rham.
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par

¢ 1
e [ (o ull+ 1013)

ott h € L(0,T). Donc le lemme de Gronwall achéve le théoréme 4.2. =

5 Cas de coefficient de viscosité variable

Ici, on va étendre les résultats du paragraphe précédent au cas ou le coeflicient de
viscosité dépendant de la densité. Nous allons démontrer un résultat d’existence de la
solution faible pour le probléme reproductif (1.1)-(1.5) ou le coefficient de viscosité 1 dépend
continfiment de la densité p. Plus précisément, nous considérons 1’équation (1.1), avec n une
fonction dépendant de la densité, i.e., n = n(p).

En se basant sur une situation physiquement raisonnable (voir remarque 3.13), on sup-
pose que la fonction de viscosité 7 vérifie

n:R. — Ry, n(r) >ny >0 VreR,. (5.1)

La solution faible dans ce cas est définie comme celle du cas de coefficient de viscosité 7 est
constant, sauf la formulation (3.2) sera remplacée par

[ atow do+ [ ua.vv = [ o) D@ D) do = [ pfasdo.

pour presque tout t € [0,7] et ¢ € V. Donc nous avons le

Théoréme 5.1. On se place dans les hypothéses du théoréme 77 et on suppose en outre
quen € C(Ry.), satisfaisant (5.1). Alors il existe une solution faible (p,u) du probléme (1.1)-
(1.5). De plus il existe une fonction = € L2(0,T; WH2(Q)) tel que (p,u, ) soit solution du
probléeme reproductif (1.1)-(1.5).

PREUVE. La preuve de ces résultats découle immédiatement de celle obtenue pour le cas de
coefficient de viscosité constante. La nouvelle formulation du probléme (1.1)-(1.5) permet
d’avoir quelques changements au niveau des estimations a priori et passage a la limite.
Placons nous donc dans le cadre du paragraphe 3, et considérons les fonctions p,,, p, um
et u. Alors 'hypotheése (5.1) et l'estimation (3.6) permettent de conclure qu’il existe une
constante 7; > 0 tel que

o <(p) <1y dans Q. (5:2)
L’estimation d’énergie (3.17) sera donc remplacée par
1d
535 | lunl? dz 2 [ w(D@P do= [ pfuda. Cx)

et, grace a (5.2), estimation (3.18) reste encore valable. Par conséquent le processus
d’existence et d’unicité de la solution approchée est identiquement le méme que celui du
paragraphe 3.

Par ailleurs, la nouvelle estimation d’énergie (5.3) permet d’écrire grace a 'inégalité de
Korn®

8

Notons que l'inégalité de Korn permet de controler le tenseur D(u) par rapport & Vu. En effet,
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li/ pm\um\de+2n0K22)\1/ |t | d < / Pon S U dx. (5.4)

Donc, l'estimation (3.36) est encore valable. Nous déduisons encore 'estimation (3.38). Ce
qui entraine & partir de (5.2) que

0(py) D(t)  est borné dans  L*(0, T; L*(Q)%). (5.5)
D’autre part, 'estimation (3.39) sera remplacée par
d 2
Mo =7 D)z + O 3 < BllOwmlla (I frnllz + [wm 4] Vetma]la)

Il s’ensuit que le deuxiéme inégalité d’énergie (3.46) devient

d
T D15 + [10stimll3 < ¢ (Il fmll3 + D (wm)ll3) -

Donc, les estimations qui en découlent dans le paragraphe 3.1, restent valable grace a
I’inégalité de Korn.

Finalement, d’aprés l'estimation (5.5), on peut donc extraire de 7(p,,,) D(uy,) une sous
suite notée encore 7(p,,,) D(u,) telles que

N(pym) D(tp) — ¢ dans  L*(0,T;L*(Q)*) faible. (5.6)
De plus, de (3.55) on a
D(u,,) — D(u) dans L*(0,7;L*(Q)*) forte. (5.7)

D’autre part, p est une solution faible du probléme de transport
Ohp+uVp=0 dans Q, pli—o=p, dans Q.
Alors on en déduit grace au résultat de DiPerna et Lions [5] que
peC(0,T L) et [lo@)llp = llpoll VP € [1,+o0], vt € [0,T],

donc

l2m @llp = leomlle = leolle = llp()ll, V¢ € [0,T].
Par conséquent, d’aprés (3.54) nous pouvons déduire’ que par exemple

pm — p dans L?(0,T;L*(Q)) forte,

en particulier, la convergence est p.p. dans Q.
Utilisant maintenant la continuité de n sur R4, on obtient

n(pm) — n(p) p.p. dans Q. (5.8)
A partir des limites (5.6) et (5.7), on obtient a 1’aide de (5.8)
¢ =n(p) D(u),

ce qui termine la preuve du théoréme 5.1. =

soit 1 < p < 400, alors il existe une constante K, = Kp(Q) telle que Kpl||v||1,p < [|[D(v||p, pour tout
vE Wol’p(Q) (2 étant borné de R™ a frontiere lipschitzienne), voir Necas [14].

Dans un espace uniformément convexe (comme L2(0,T; L?(R2))), la convergence faible et en norme
entrainent une convergence forte, voir par exemple [3].
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6 Conclusion

Cette étude nous a également permis de mettre en évidence une modéfication significa-
tive de la méthode de Galerkin. En effet, nous avons développé des nouvelles estimations
permettant de surmonter la difficulté liée & la propriété de reproductivité, en se ramenant
a un probléme de point fixe a travers l'introduction d’un probléme a valeurs initiales déja
étudié. Elles ont aussi permis d’aborder de fagon assez claire le cas du coefficient de viscosité
dépendant de la densité du fluide. Enfin, nous avons donné un critére simple permettant
d’obtenir I'unicité de la solution faible.

Cette approche va étre développée pour I’étude d’un modéle contenant une loi de com-
portement non linéaire par exemple loi de puissance.

Appendice

PREUVE DU LEMME 3.10. Soient v € W'P(Q) et v € W~14(Q), donc nous pouvons
écrire que v = vy + Zi% ou v; € LI(Q); et grace aux injections de Sobolev, nous avons
u € LP*(Q), ou px désigne I'exposant de Sobolev de p (p—l* = % — % sip <n,px€[l,400)

sip=n et px = 400 si p > n.) Soit donc & = uvg + Y 8;;?) - Zvi%, alors uv; € L™()
avec 1 = pL* + % et que %ﬂ:) e W=br(Q).

D’autre part Uiaa—;fi €L ond= % + % et uvg € L*(2). Encore les injections de Sobolev
permettent d’avoir en outre que L*(Q2) C W17 (Q) puisque r < s, d’oit £ € WL7(Q) et
on a

[1€ll—1,r < [l pllv]l-1,q-
Donc, si v € WH4(Q) alors on a ¢ = uwv, par conséquent, nous avons le lemme grace a la
densité de espace W14(Q2) dans W~14(Q). m
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