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Une méthode de la théorie d’extrapolation pour
résondre des équations différenticlles a retard non
homogenes '

B, AMIR ob L., MANTATLR

Absatract

The: purpose of Lhig paper is Lo use some Lochnigues based on exbrap-
vlalion Lhoeory developed by Magel-Sinestrar |6, Lo prouve Lhe exislencs
ancd the depoendance conbinmons wikh respect the initial daka of solulion
of searne: relarded dillerenlinl couabions,

1 Introdution

[ bk de oo Gravail est de eésoudre Uégualion dillérenticlle & cetard non ho-
mogene suivanle

%z(t} = Ly + [f(L) , L20 (1)
o = peCl:=C([-r0; R,

(/. étant un opératenr lindaire borné de C dans I™ e f € C([0,00(; #{™)), en
ntilisant des Lechnigues se basant sur la théorie dexbrapolation introduite par
DNa Prato-Grisvard (cf. [2] ) ol Nagel (el. [5], [6] ).

(les techniques consistent A associer 4 'égualion (1), dans Pespace

X=R"xcC

(muni de la norme ||| = || + ||-l)s 1¢ probleme de Cauchy suivant

d { u(t)(0) u(£)(0) f(t)
E( ult) ) = A u(t) )+(ﬂ ) L>0

(:EEH[{” ) _ ( i{u} )#} . 2)



134 Equation a Retard

. ( z is_.),u{ft;,}:{( im} ),WEE‘},

T

ol

1N posant

Xo = D[A;)

- {5 )k

on remmargue que Xy # X, la mélhode classique pour résondre {2], ankant gue
probléme dans Xy, ne peul pas ébre appliquée car le terme de la nonhomogéoilé
du problime n'est pas lorcément dans X Les lechnigues dlextrapolation nous
permetient de considérer le probléme (2) dans un espace X plus grand, qui
est le complélé de (Xo, ||| ) (o0 [|=] | = ”If}u_a’ — AL ';1:[| A€ p(AL)), con-
Lenant X el Lel gque Vopératenr introduil soil générateur indinitésimal d'an Cy-
semi-groupe (el [1], [#], [?f ).

o monbre gue la solntion 2 de (1) dépend continument de la donnée initiale g,
¢l el donnoe par

_ ) w0y st b= 0
w(t) = { ell) s —r<i<0,

. AT . ; .
ot wit) est telle que ( :‘;E ;'_;I{ ) ) esl la solulion faible du probleme de

Canchy (2), el qu'inversement cette solution faible peul ébre obtenue & partir
de la solution de Péquation (1), Sous des conditions sur ¢ el f, on montre que
la solution ¢ cst la solution classique de équation (1).

2 Résolution de I'équation (1) par ”extrapolation”

'onr des délails concernant la théorie d’extrapolation on peut voir [2], [5] et [6].

Proposition 1 L'epémiteur A, introduil dans le probléme (2) est un opérateur
de Hille- Yosula,

00 0 7
Preuve: Fn ellol A;, = 43+ 5 o A4y = 0 _rt el B = ( 00 )
dr
¢st. un opéraleur de X dans X borné. ’our montrer que A, est un opérateur

de Hille- Yosida, il sullit de montrer que Ag est de Hille- Yosida (cf. [4] ):
On montre pour Loul. A > 0, moyenpaol une récurrence sur 7, gue poar toul,

(: )ex
(A — Ag) Jﬂ(q):(é’ ) nelN
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ol

k ke 0 a0 0
Pnll) = cexp(Ad) E {, I)l,,i rl -[ﬂ / / exp(A(Q=7)y(r)drds,, ...ds,.

k=)
(In a
|
4 1y 7 e - |r: }k
Hnw—fu]) ) (f) LS A 30 S gl 1)
re=il
AV

0 1 ]
I(0) = / /‘ [ exp{ A0 — T)drds, ...ads,.
T I L

lin caleulant () on Lronve

| {_]}kﬂk
1"(0) = exp(M)( 1 D Ierea!
k=(}

on a wlors Pestimalion

- 2 ()]

Liw part Ay g de Ay, dans Xy est telle gue

2
o 1,;{|f'-| + |lgll,,) @

X

DALa) = :;I:f]] ) i e O et '(0) = Ltp} ol

A.r,,u( E{u} ) = A ( :ﬁ{u} )

Soit. (1'(L) )iz le semi-groupe solution e (1}, son géndérateur A est

D(A) ={pe " )= Lp} ot
Ap =y

(el [3], lemme 1.2, p.194).

Proposition 2 A} g engendre dans Xy un Cy-semegroupe (T (L))i>0 donné

par
T (O _ ( 0e)0)
TH) ( o ) = ( Tt ) :
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Preuve: I cllet Ay g engendre un Ch-semi-groupe dans Xg (cf. [4], thm
1229 ). Sait (8(4) )i=0 le semi-groupe délini sur Xy par

5{:‘.}( #(0) ) _ ( (ra )
3 @
e (0 () -(2")) - (|

Comme o est dans 12{A) alors '(0) = Lip, el par conséquent. le génératear du
. . . 0 L ;
serni-gronpe (S(4)) o est Popératear ( 0 A ) de domaine ( im} ) s e C et @'(0) = f,u,p}

qui rest aubre gque opératear Ay, 0. Dooe les sermi-groupes (S(8))iso et (T(4))is0
coincicdent. W

.--,..-—\

(T'(L)e)(0) — (1)) )
T'(L)p — )

Soit (T 1 (£))e>0 le Co-semi-groupe d’extrapolation de (7(£))gsa(cf. [6] propo-
silion 1.3 ), oo a le résultat suivant (ef. [6] thm 1.4):

Proposition 3 Sevil A | le géndralenr infinitésimal de (T ((L))iz0, on a:
(x) DA ) = (Xo, [l )
(1) A yest le prolongement unsque de Ap,p dans Xy,

[ probléme (2) s'cont, dans X

{ %H{L] — AU +FE) L0
U(0) = iy

O e (IO Y. o { 0l0)
ot U(t) = ( u(t) ) o 1B) = 0 ol b = o (we ).
Le lemme suivant st d'une utilité inportante (ef. 6] )

Lemme 4 Pour [ € [}, (0%y; ™), posons

(T |« F)(t) = A (t — ) F(s)ds,

adors pour loul L 2> 0, les propridids susvanies sond vérifides

(1) (T | = F)(t) € Xp. .

(1) (T 1 = FHL)|| <= Mexp(wt) [ [lexp(—ws)F(s)|| ds, M ne dépend pas de f
el de t, (w est Lel que ||'T{L)]| < mogexp(wt), mg > 0).
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Clomme on peul le voir dans la démonstration da théoréme qui suil, la
solution faible de (3) est anssi la solution faible de (2). e est donnée dans
X, par la formule suivanie

(42)=(“H58 ) [7 - (1 Yo v

Théoréeme 5 [Mour fowl A > w, on a

w(t) ="1T()e+ (A — A) [UL Tt = s)(exp(A)A (N f(s))ds, WE20

uit A Y(A) est Dinverse de Uopémbeur A(A) de (R™ dans 1™ défin: par
A(A)z = Ae — L{exp(A)z).
wit) verfie . )
ZOOEE I A

de plus, on a Ueslirnalion suivanle:

(£)(O)] + ([0 < 2mao cxp(@t)(|o(0)] + ] o + [ oxp(—ws) |f(s)] ds).

Preuve: l'our A = w, il est aisé de voir que

YEIORW A NN f(s)
(A —Ayp) 0 ) - ( exp(A)A '(A)f(8) ) '

clone

()

(1'(t)p)(0) ‘ A (A} (s)
( T()p )*. J‘"“‘"“”""“"‘“}(uxp(k-}a lmr{a})“’""

(1(1))(0) " s A (A f(s)
= ( T(t)p )*““' =i '}fﬂ J ':"’"’(«xpm-m AV (s) )‘*’*“

:( (T (000 )+ e / = eI 0K
e [ 1= s)ewr)a ) (o)

I'osons

hit,7) = Lt Tt — s} (exp(A)A YAV () (7 )ds
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‘ ] h(t,0) _
ol montrons que ( hit,7) ) e DAL -

L semi-gronpe (F'(£))i>o solution de (1) est défini dans C (cf. [3], p.194)
par

]

4T
rwm@ﬁji{ﬁﬂﬂ+[ L(1'(s)pds sil+T>0
ol +7) sio—retdr <O

Fin remplagant dans k(L 7) on Lrouve

[, 8 s [ T e entIa 1)1

i
hit,7) = = [ exp(A + 71— 5)A '(A)f(s)ds sildT
o LeF
'
[ exp(A+7 = s)A () f(s)da sil+T <),
S0

)

T

¢l en caleulant —A(L, 7) on ablient

r +T
/+ LT+ 7 = s)(exp(A-)A T (A)f(s))ds

J o
/ t
;_;:h.(.t, )=« +A / exp(A +7 — s)A (A} f(s)ds gl b+7 200

L4+T

L
A / exp(A+ 71— A V(A S(s)ds sil+7<0.
o

On conclut que (¢, ) est contioument dérvable et que

Loy =r(f 1 xp(A)A (A
= (L, 0) = ,[f (8 = s){exp(A)A (A} f(s))ds)

4]
= Lh(t, ).

La solution aible du probleme (2) s’eoril alors

()= () v (1)

_ ( (1'(L)@)(0) + Ah(L,0) — Lh(L, ) )
- T'(L)p + Ah{t,-) — Ah(t, ) .

par suiko

w(t) = T(the+ (M — A) ﬁf’f'{ﬂ — s)(exp(A)A T(A)f(8))ds.
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e plus

T'(L)ee (T) + Ak(t, 7) — {—ih{! T)
[ L+7

""{””f LT {s)p)ds + “f A () f(s)ds

A (f L) (o)A (A f (s)do)ds

w(t) (7)

w(t+7)0), t+7>0
wpll+7), —r<t+7<0.

I'our monbrer Uestimation i1 sullit de FOMMATTICE (e

1T =" sup (OO + 1T (el )
le 03|+ [le] <1
< 2mg expwl

el d'uliliser la propriélé (i2) du lemme 4 B
On remarque, de passage, que w(t) ne dépend pas de A choisi supéneure &

Wt

Théoréme 6 Snil w € C ¢l f € C([0,00[, IR™), alors la solulion unique ¢ de
Udgualion (1) est donnée par

w0} sid =10
“}_-{ w(l) st —r 2L 0.

otk w(t) est ln dewriéme composanle de la mudd solubion de (2

Inversernent, si e est la solubion de (1), pour p € O el [ € O([0,00[, R™), alors
. ATV

In foretum. ( MEI{}I:::j ) ) (ot u(t) = & powr loul & > 0 ot w(0) = @), est la

sohelion faible du probléme (2). e plus on a Ucstimalion

2 (8)] < M explwt) (|9l [ xp(—ws) |f()] ds),

M' = () ne dépendant pas de (.

- [n LOP(E + 7 — #)(exp(A)A V(A f(s))ds s T

U

LI;:’J{.’.-'—T} hi—r£ﬂ+7':'”
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Preuve: Pour L =), on a

w(t)(0) = @{U]-Ff fl[.lrl:?]tp:lr_h-l—}.[l;ﬂ YA)f(s)ds
+.-'kf {/ LT (@) (exp(A)A V(A f(s)da)ds
- f 1= ) exp(A)A () (s))ds,

done

L) + A 'O+ 4 [ L= )exn(n)A )/(s))ds
E.
~Lexp()A V() ~ [ G ) exp(0)A () ()
{y 13 d .
(AYA = Llexp(AN)I(1) + LA = ) fﬂ T(t — s)(exp(A)A ' (A)f(s)ds
Lao(t) + f(4). '

L}e: plus, (l’aprés la proprdéte de translation que verifie wit), on a

;—im{{,}{ﬂ}

] wlt+T) L+7>0
W= t+7)0), —r<t+r<0.

(n conclul, d’aprés le théoréme 5, que &, = w(t).
Inversemenlt. oo sail que (1) mlrrml une solution unique (ef. [3], p.168). Soit,
& rekbe solution, comme la dewxieme composante w(t) (¢ = 0) de la solulion

e
faible de (2) vérilie (1), alors, d’aprés 'nmcitd, ( wirio) ) s ( r(t) ) L

'Lr:l[f.:l Ty
5 : . . - 5 r .
culimalion déconde du théoréme 5,

Proposition 7 Svil@ € ' ([—r,0]; #i™), si on suppose gue f € W (BT, ™)
tel gque @'(0) = Lo + f(0), alors ( w:‘;fg{;” ) st la solution classique du
probléme (2).

La démonstration de cetie proposition repose sur e résullal suivant (cf. [6]):

Lemme 8 Soit A : ){(A) C UV — U un opéralenr de Ihille-Yosida (1 élant
un espace de [anach). Alors pour € € MA) et f € WHI{HLU) tels que
Az + f(0) € 1)(A), le probléme de Conchy suivant:

{ Zu(t) = Au(t) + 1) , 20
TL{UJ =1,

adrmet une solulion clossique unigque.
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AL( WS’]‘ ) " ( fgl} ) :( f—w:;rf(ﬂ} ) 2 n

Lyans nobre cas, on ;1:( f(s) ) £ Wit (y; X) ot

[Yapris le lemme précédent, le probleme (2) admet une solution classique, celle

solubion coincide avee la solution faible ( w{?}{” ) i
wk

Théoréme 9 Svil € C' vl f € WH I, ™), alors la solution classique T
de Uégualion () est donnde par

w0
(*) =(t) = { wlt) , —r<t<i

otk w(l) est lo dewséme cornposante de ln solution fuible de (2)

Preuve: [Vapris la proposition 7 la fonetion £ — w(4)(0) est de classe €1
sur [0, cof, de plus

L
EN 0 0

o 2 Lo L) exn(nA 1
ﬂﬁiﬁh (1(0) (exp(A)A () [(s)der)ds
— lim %/ LOP(E = s)(exp(A)A T (A)f(s))ds

J 0

}QI‘I. %{wl{{,}(ﬂ} —w({0)) = lim {% ./‘.3 L{T(s)p)ds + ; / A YN f(s)ds)

£ 0
= L+ [(0)

oood
= i'l\rﬂt am{f,}(m,

le: Lhéoréme 6 el le Tait que @ € €' nous permel de conclure que (1) admet une
solution classique unique, ol que celle solulion est donnée par (=) W
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