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UN THEOREME DE POINT FIXE. APPLICATION A LA
COMPARAISON DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DANS LES ESPACES DE BANACH ORDONNES®

G. Isac

§ 1. Les théoremes d'existence des solutions des équations dif-
férentielles dans les espaces de dimension infinie sont tout a
fait différents que dans les espaces de dimension finie. Pour
voir les particularités il faut consulter: [3], [6], [71, [101],
[171, [191, [22], [231.

Le premier théoreéme d'existence des solutions des équations
différentielles ayant le deuxiéme membre continu, dans les espaces
de dimension infinie a été démontré par F. E. Browder [2], mais
plus tard W. J. Knight [14]-[16] a prouvé que la démonstration
proposée par F. E. Browder n'est pas correcte. L'erreur prOV1ent
du fait que le théoréme de convergence de Lebesgue n 'est pas vraie
pour des suites généralisées.

Récemment, Arino 0., Gautier S. et Penot J.-P. dans l'ouvrage
[1] ont prouvé le rble important des théorémes de point fixe pour
les applications faiblement séquentiellement continues dans les
espaces localement convexes métrisables, dans 1'étude de 1l'exis-
tence des solutions des equatlons différentielles dans les espaces
de Banach.

En relation directe avec l'ouvrage [1], nous démontrons un
théoréme de point fixe pour des applications monotones (pas néces-
sairement continues) d'un espace localement convexe ordonné métris-
able et nous utilisons ce théoréme pour obtenir un théoréme de
comparaison pour des équations différentielles dans un espace de
Banach ordonné.

*['ouvrage a été supporté par le Ministére de la Défense
Nationale du Canada - Subvention: 3610-629.
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§2. Nous supposons que E(T) est un espace vectoriel localement
convexe qui a la topologie T definie par une famille {I Ioc}oceA

de seminormes ayant les propriétés:
(1) (Vx€E)x #0)(T o€ Ax], # 0)

(i1) (Vo',a" € A)(Z a € A)(V x € EYUlx] oo lxlgn < %] ).

Si l'espace E(T) est métrisable nous pouvons considérer que
A est l'ensemble des nombres naturels N.

Nous disons qu'un sous-ensemble K C E est un cone convexe
si:
(cl) K+XKCK

(c2) (v A E]R+)()\]K CK)

Si le cbne K est fixé et MCE est un sous-ensemble nous
disons que l'ensemble M est saturé si: M = (M+K) N (M- K).

Soit K CE un cone convexe; nous disons que I est normal
(pour la topologie T) s'il vérifie une des conditions équiva-
lentes suivantes.

(n.) E(T) a un systime fondamental de voisinages de zdro
formé d'ensembles saturés.
(n,) ILa to$ologie T peut &tre définie par une famille

2 . .
ad oel de semi-normes croissantes sur K, ctest-a-

dire: (V x,y €EK)(x <y) = Ix]a < lyla pour tout

a € A,
(n,) Si E' est le dual topologique de E et XK' le
polaire de l'ensemble (-1) par rapport & la dualité
(E,E'), alors pour toute partie &quicontinue A C E!
il existe une partie équicontinue B CK' telle que
ACB - B.

La normalité d'un cbne convexe est une propriété remarquable
. N . . -~ A
et la grande partie des cOnes utilisés sont des cdnes normaux.
Sur les cOnes normaux nous recommandons les ouvrages [18], [21],
[12].

Dans un espace localement convexe un c8ne convexe bien basé
[12] est un cBne normal.

Nous disons que le cdne convéxe K C E est compldtement
régulier [resp. séquentiellement compl&tement régulier] si toute
suite généralisée [resp. suite] monotone croissante d'adléments de
K qui est topologiquement bornée est convergente.
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Dans l'ouvrage [12] on démontre que dans un espace localement
convexe séparé un cdne convexe complet et bien basé est compléte-
ment régulier.

Aussi, dans tout espace localement convexe tout cbne convexe
normal et faiblement complet est complétement régulier [12].

Donc, dans tout espace Lp(Qu), % & g™ (1L < p <® tout cdne

convexe normal et fermé est complétement régulier.

Soit E(T) un espace localement convexe et U(o) le filtre
de tous les voisinages fermés et absolument convexes de zéro.

Nous disons que le cOne convexe XK C E est faiblement
Schwartz si pour tout voisinage U € U(o) il existe un voisinage

Vv € U(o), VCU tel que l'application canonique: ]KV ‘ :
U] ¢ X)

¢V(]K) + E_ est faiblement précompacte.

U

Nous avons désigné par ¢V l'application canonique E ~ Ey-
Le cOne des fonctions surharmoniques positives sur un espace har-
monique est faiblement Schwartz [42].

Dans 1l'ouvrage [12] nous avons démontré que dans un espace
localement convexe tout cdne convexe normal complet et faiblement
Schwartz et complétement régulier.

Aussi dans un espace nucléaire complet, tout cone normal fermé
est complétement régulier et séquentiellement complétement régu-
lier.

Evidemment, tout cOne complétement régulier est séquentielle-
ment complétement régulier.

Dans un espace localement convexe séparé et semi-réflexif
tout cBne normal et fermé est séquentiellement complétement régu-
lier [12].

§ 3. Soit E(T) un espace localement convexe et IK C E un cone
convexe. Si le cOne K est saillant alors la relation

®Ry ¢ y - x €K est une relation d'ordre sur l'espace E compat-
ible avec la structure d'espace vectoriel.

Soit ACE et f : A+ A un opérateur (pas necessairment
continu).

Definition. Nous disons que l'opérateur f est (sm) - compact
sur l'ensemble A si et seulement si, toute suite de la forme:
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g z.f(xl) B e Zﬁf(xn) > eee, ot (Vn€EN) (xn € A), contient

une sous-suite convergente.

BxemEles

(1°) Si f£f(A) est séquentiellement compact alors 1l'opérateur
£f:A->A est (sm)-compact.
(2°) 8i f est monotone croissant, propre et s'il existe n

tel que £2(a) est séquentiellement compact alors
f:A~>A est (sm)-compact.

(3°) si £ : A-> A, f£f(A) borné et le cbne XK est séquen-
tiellement complétement régulier, alors f est (sm)-
compact.

Théoreme 1. Soit E(t) un espace localement convexe métrisable,
ordonné par un cone X supposé normal, fermé et saillant. Soit
A CE un sous-ensemble fermé et £ : A~ A un opérateur (sm)-
compact et monotone croissant.

Sl esiste un Elément k. € A tel que f(xo)_i x s alors f

0
a un point fixe dans l'ensemble A.

0

Demonstration. Puisque l'espace E(T) est métrisable on sait que
la topologie T est équivalente avec une topologie définie par
une famille croissante dénombrable de semi-normes

n'neN’
Nous pouvons supposer .que la famille {I In}neN vérifie les

propriétes (i), (ii) et comme le cdne I est normal nous pouvons

supposer aussi que pour tout n € N, la semi-norme In est

monotone croissante sur le cdne K.

Dans ce cas, la topologie T est équivalente avec la topo-
logie définie par la métrique:

|-yl

L[xy[ 3 Vx,y€E (1)

dx,y) = J 27"
n=1

Nous considérons l'ensemble: A, = {x € Alf(x) < x} qui est

non-vide parce que %, € AO.
Pour tout i € N nous considérons la fonction: ¢(-;i)
AO + R definie par:

b(us1) = supfa(ei(v),F ) |vw € A, £ (v) < £ <u} (2

09
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La fonction ((+;i) est bien définie, parce que pour tout

u € A0 on a: f(u) <u d'ou £ () < u.

Soit maintenant la fonction de deux variables ((u3i).

La fonction {(u;i) est décroissante d'aprds i-pour u fixé.
En effet, il est suffisant de démontrer que:

¢Cusitl) < ¢Cuzi) (3)

Soit M l'ensemble formé par tous les couples (u,w) qui

intervient dans le calcul du ¢(u;i)' et Ml l'ensemble de tous

les couples (vl,wl) qui intervient dans le calcul du §(uzi+l).

i € < | <
si (v ,w;) €M, alors £(v)) < vy, flw,) < wy

Nous posons: Vv = f(vl); W = f(wl). Alors v,w € AO parce
que:
f(v) = f(f(vl)) <flv)) =v
f(w) = f(f(wl)) f_f(wl) =W

Nous avons aussi les relations suivantes:

fi+1(vl) fi(v)

It
I

fi(f(vl))

£ fi(w).

i+l(w )

ioee,
b £7(£(w,))

Donc, si (vl,wl)GEMl alors il existe (v,w) € M tel que:

d(fi+l(v )’fi+l(wl)) = d(fi(v),fi(w))

1
d'ou il résulte la relation (3).

Nous pouvons affirmer maintenant qu'il existe lim @(u;i) et
10

donc nous pouvons définir:

0(uw) = lim ¢Cu3i); Vv u € Ay (%)
100

Nous demontrons maintenant que 1'hypothdse que f est (sm)-
compact implique la relation:
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inf (u) = 0; ¥V yEA (5)

usy 0
ueAO

En effet, on suppose que la relation (5) n'est pas vraie,
donc: (7% iy € AO) (g BO >0, 30 €R) (Vu G.AO, u f_yo) (v i € N)

(§Cu3i) > By)
Dans ce cas on peut construire la suite:
2 2. 4 Uy
Vo 2 £ (v) > £ (w)) > £7(v,) > (wy) >

2s 2s N
> LN
> f (vs) > £ (ws) > ou v_,w_ € AO (6)

telle que:
E5(v ), 65 )) > B3 Vs (7)

La suite (6) n'a pas de sous-suites convergentes. En effet,
nous avens les relations suivantes:

2s 2(s+k) 2s 2s
E (VS) - f (Vs+k) > £ (VS) - f (ws) >0, V s,

vV k=1,2,... (8)

2s 2(s+k) 2(s+1) 2(s+1)
£ (Ws) - f (Ws+k) 2E (Vs+l) ks (Ws+l) 20
¥ s, V k=1,2,... (9)
Parce que: f2(s+k)(v ) < fQS(w ) pour tout ‘s et k
stk’ — s
2s 2(s+1) . 2(s+k) 2(s+1)
£ (Ws)-z £ (Vs+l)’ £ (Ws+k) = f (ws+l)
pour tout s et k = 1,2,... ce qui donne:
2s 2(s+k) 2(s+1) 2(s+k)
Fw) - £ (ws+k) 2 & (Vg4 - F LR
2(s+1) 2(s+1)
2% (Vop) = (ws+l)’

Donc les relations (8) et (9) sont vraies.
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Mais la relation (7) implique: fQS(vS) - fQS(WS) >0 et

2(s+1) 2(s+1) : . ;
£ (VS+ ) - £ (Ws+l) > 0 quel que soit s € N.

1

Puisque la famille de semi-normes {| ln}neN vérifie la
propriété (i) et pour chaque n € N la semi-norme | ‘n est

monotone croissante sur le cbne IK, il résulte qu'il existe n..n
s q 128

€ N pour chaque s € N, tels que:

ZS(VS) _ f2(s+k)(v 2s

| £ > |f (VS) - f2s(ws)|nl = 0y

V ok = 1,2,...

s+k)|nl

et

lf2s > 03
2

V k = 1,2,...

s+l)'n

2(s+1) . 2 2(s+1
(sp)- £ st )(ws+k)In2 2 £ (S+l)(vs+1) - 2

Comme chaque sous-suite de la suite (6) contient ou une
infinité de termes de la forme fzsk(vS ), ou une infinité de
wommes ds la Epne f2Sk(WS ) ou {sk} est une sous-suite de N,

k

il résulte que chaque sous-suite de la suite (6) n'est pas une
suite de Cauchy, donc n'est pas convergente. Ici nous observons

aussi que les sous-suites {fQSk(vSk)}, {f2sk(wS )} & cause de
k

la relation (7) ne sont pas constantes.

Donc nous avons obtenu que la suite (6) n'a pas de sous-
suites convergentes. Mais cette affirmation est en contradiction
avec l'hypothése que f est un opérateur (sm)-compact parce que

fQS—l(VS),fQS—l

(ws) € A, quel que soit s € N.
Nous pouvons donc maintenant affirmer que la relation (5) est
vraie.

Utilisant la relation (5), 1'élément x, € Ay» la monotonie

de f et le fait que f est (sm)-compact nous pouvons construire
une suite de la forme:

Ky > £(x)) > £2(x,) > eee > £x ) > oo (10)
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qui a les propriétés suivantes:

deR ) < T3 ox, € A

i 03 17 L,2,... (11)

{fn(xn)}neN est convergente vers un élément y € A. (12)

Pour obtenir la suite (10) nous utilisons aussi le fait que
¢ vérifie la propriété:
u < uy F 0Cuy) < dluy). (13)

La relation: fl(xi) >y 1mp11que, l+l(xi) fo(y) et

l+l(xi) on obtient que

comme X > f(x ) implique £ (xi) > f
£ (x ) > f(y) pour tout i €N ce qui donne y > f(y) c'est-a-

dlre, y € Ao.
Nous observons que pour tout i1 et m nous avons:

i+m(y).

i) > £k, ) >y > Ey) > €

1+m -

De la relation (11) nous obtenons:

Tim a(e Mk, ), 67M(y)) <

o < -if—l; i=2,3,... (14)
m-oo '

e =

Donc il existe m tel que:

i+m it+m 1

Tenant compte de la définition de la distance d nous obte-
nons pour n la relation:

1+m )_fi+m(y)l

2—11 | £ l+m <

l+|f1+m i+m)“fi+m(y)l

1
i-1

et d'aprés un calcul élémentaire nous obtenons pour tout n tel

que i -1> 2"
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it+m i+m 2" :
£ 0%, ) - f (y)ln € ——ed & = B585ens
i-1-2
Pour n donné, on prend i tel que i - 1> 2n; alors il
existe m tel que:
it+m it+m o8
|£7 x> - £, < ——- (15)
i-1-2

Puisque: 0 <y - f(y) < fl+m(xi+m) - fl+m(y) et les semi--

normes v{l ln}neN sont monotones croissantes sur le cOne IK nous

obtenons que pour n donné et (i-1> 2n) si nous rete-
nons l'indice m pour lequel nous avons la relation (15) nous
obtenons:

1> ®

11
< n
= 432

0_<_ ly ~ f(Y)lnf_ 1fi+m( ) _ fi+m(y)‘ 2

i+m

Alors quand i » © nous obtenons: |y - f(y)lﬁ =0 et si

nous faisons le méme raisonnement pour chaque n € N nous obte-
nons: (v¥n € N) (ly - f(y)ln = 0) et comme la famille de semi-

normes {| In}neN vérifie la relation (i) il résulte que

y - f(y) = 0 et y est un point fixe pour f dans -1'ensemble
A. a
Corollaire 1. Soit E(T) un espace localement convexe métrisable

ACE un ensem-
A+ A un

O . A A P .
ordonné par un cdone normal fermé et saillant K,
ble fermé faiblement séquentillement compact et £ :

opérateur monotone croissant (pas nécessairement continu).

Stil

existe x, € A

tel que f(xo) < x, alors

£ a un point fixe

0 0
dans l'ensemble A.
Démonstration. Il est suffisant de prouver que f est (sm)--
compact. En effet pour toute suite de la forme:
B3 > > > ese > > eese
(%) xy > £(x) > £(x,) > > fg,) >

il existe une sous-suite {f(xn )} faiblement convergente et

comme le cdne IK est normal le théoréme de convergence [Th. 3.h,
p. 91 [18]] implique que la suite {f(xn )} est T-convergente
k

vers la méme limite.
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Corollaire 2. Soit E(T) wun espace localement convexe métrisable
N - » .
ondonné par un cone normal, fermé et saillant.

On suppose que le cOne 1K est séquentiellement compl&tement
régulier.

Soit f : K +IX un opérateur monotone croissant et forcé
(£(0) > 0).

S'il existe %, €K tel que f(xo)_i X, alors £ aun

point fixe x%* €K, =x%* # 0. O

§ 4. Nous utilisons le théoréme suivant démontré dans 1'ouvrage
[1] par Arino 0., Gauthier S..et Penot J.-P.

Théoréme. Soit E(T) un espace localement comvexe métrisable
et C CE un sous-ensemble convexe et faiblement compact.

St £ : C~>C est une application faiblement séquentielle-
ment continue, alors elle a un point fiwxe dans 1'ensemble C.

Pour les notions de: fonction absolument continue, intégrale
de Pettis, intégrale de Bochner et leurs propriétés nous avons
utilisé les ouvrages: [1], [20], et pour certains résultats sur
la mesurabilité dans les espaces de Banach nous avons utilisé
l'ouvrage [8].

Si (X,T) est un espace mesurable et E un espace de Banach,
nous disons que la fonction f : X + E est scalairement mesurable
si et seulement si, pour tout =x* € E¥ 1la fonction =x%of est
mesurable sur (X,T), et nous disons que f est fortement mesur-
able si et seulement si, f est scalairement mesurable et il

existe un sous-espace séparable EO CE tel que f_l(E\EO) est
négligeable.

Nous disons aussi que les fonctions f,g : X > E sont

faiblement équivalentes si et seulement si, pour tout x%* € E¥ on
a: x%g = x%f p.p.t.

Soit B = {x€E[Ix, - xl <}, I=[0,alCR et f:1IxB

-+ E.

Nous considérons X = I comme espace mesurable par rapport
3 la mesure ds de Lebesgue.
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Nous disons que la fonction x(t) est une solution du
probléme:

x(t) = £(t,x(t))
: (16)

x(0) - X

si et seulement si, il existe J = [0,b] C I tel que:
(sl): X 1 J > B est une fonction absolument continue
(32): x(t) = xy t fgé(s)ds ol x est fortement intégrable
et faiblement équivalente avec £(+,x(+)).
La fonction =x est une pseudo-solution au sens de Knight
[15] du probléme (16) si et seulement si, =x est une fonction
absolument continue et pour tout x* € E# il exists un ensemble

négligeable N C J (qui dépend de x*) tel que x%ox a come
dérivée la fonction x*(£(t,x(t))) pour tout t € J\N.

On sait que la fonction x : J + B est une pseudo-solution
si et seulement si, f£(+,x(+)) est scalairement intdgrable et x
vérifie 1'équation:

t ' .

x(t) = xy * f f(s,x(s))ds; V t € 7. (17)
70

ol 1'intégrale est 1'intégrale de Pettis.

Evidemment, si x est une solution du probléme (16) alors
elle est une pseudo-solution.

Théoreme 2. Soit E un espace de Banach ordonné par un cone con-
vexe K normal, saillant et ferms.

10 £, IXB>E, ou

I=1[0,a] et B={x€E|Ix- xl < v}, les hypotheses suivantes

On suppose que pour les fonctions: f£

sont verifiées.
(1°) Pour tout t€ INN (o NC I est un ensemble ndgli-

geable) les applications: £4 7 fl(t,-); £y ° f2(t,-)
sont continues par rapport & la topologie faible sur E
et B,

(2°) Pour tout x € B, fl(',x); f2(',x) sont scalairement

mesurables sur 1.
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(3°) f2((I\N)><B)_C fl((I\N)XB) et fl((I\N)xB) est

faiblement relativement compact.
(4°) fz(t,x).i fl(t,x); v t€ IW; v x€ B.

(5°) x<y= f2(t,x).§ f2(t,y); v x,y € B. Alors il
existe: un intervalle J = [0,b]C I, b >0, une
solution x, du probléme:

(e)): x(t) = £ (t,x(1))

x(0) = X,
et une solution y, du probléme:
(c): x() = £,(t,x(t))

x(0) = X,
telles que: y,(t) <x,(t); Vv t€J.

Demonstration. De l'ouvrage [1] on sait que dans les hypotheses
précisées les fonctionms, gl(t) = fl(t,x(t)), g2(t) = f2(t,x(t))

sont scalairement mesurables et que chaque pseudo-solution de
1'équation (cl) oll (02) est une solution.

Nous pouvons modifier les fonctions fl et f2 par des

valeurs constantes pour avoir 1l'hypothése (3°) sur l'ensemble IXB
et 1'hypotheése (4°) sur l'ensemble I.

Soit D = Eglflfl><B) ) ou fl(I><B) est la fermeture fai-
ble de l'ensemble fl(IXB).
Le théoréme de Krein [21] implique que l'ensemble D est

faiblement compact, donc borné. Il existe alors M > 0 tel ques,
(v x €D) (IxI < M) et nous posons: J = [0,b] ol b = min(a,ﬁd.

Puisque le cbne K est normal par rapport a la topologie T,
on peut prouver qu'il est normal aussi par rapport & la topologie
faible o0 - (E,E%*).

Nous considérons sur l'espace E 1la topologie faible et sur

J . . A
E la topologie produit. Dans ce cas nous savons que le cOone IK

J
est un cbne normal sur l'espace E .

Si pour tout t € J nous posons: Dt = X, + t*D nous savons

que D_t CB et P-= tHJDt est un sous-ensemble convexe compact
€
de l'espace E
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L'ensemble: Q = {x e eJ|v s,t€J, |x(s) - x(t)] < M|t - sl}
J . 2 -
CE est convexe et faiblement fermé et donc c'est un ensemble

: J
convexe et fermé dans l'espace E".

Si y est la fonction: y(t) = Xy t t°f(0,x0) nous avons
que y € PNQ et donc PN Q est un sous-ensemble convexe, com-

. J . p
pact et non-vide de l'espace E . Nous considérons maintenant les
opérateurs: '

t t
(le)(t) = %)+ Iofl(s,y(s)ds, (TQY)(t) = X jon(S,y(S)ds

ol l'intégrale est 1'intégrale de Pettis.

Utilisant les propriétds de 1'intégrale de Pettis (ouBochner)
nous DOUVONS prouver que: Tl’T2 : PN Q->PnNnQ.
Soit DN‘: J un sous-ensemble dénombrable dense et T : EJ

~ & N l'application de projection: m(x) = XIDN'

Dans l'ouvrage [1] on démontre que 7 est un homéomorphisme
de l'ensemble Q sur w(Q).

Un résultat de l'ouvrage [21] nous donne que prenant sur E
D
la topologie faible, la topologie prgduit sur E N est la topolo-

gie faible de l'espace produit E(T) N ol on prend sur E la
topologie T mais, cette dern%ére topologie est métrisable. Nous

obtenons ainsi que l'espace E est un espace localement conw
- . - A - .
vexe, métrisable ordonné par un cdne normal, fermé et saillant.

Soit € = m(PNQ); 1la normalité du cone, les propriétds de
1'intégrale de Pettis et 1'hypothdse (4°) impliquent que T, est
un opérateur monotone croissant sur P N Q et T2 f-Tl'

Puisque la projection 7T est croissante nous obtenons que.’

les opérateurs: 81,82 : C = C définis par: SlOﬂ = ﬂoTl;

8,0m = moT,, vérifient les propriétds suivantes. S, est monotone

croissant sur C et 82 f_Sl. Nous pouvons appliquer -z théoréme
Arino-Gautier-Penot pour 1'opdrateur Sl qui nous donne un point
fixe x, pour l'opérateur S. sur l'ensemble C. Le point x,

1

est un point fixe pour T, et donc une solution du probleme

1
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(cl). Nous pouvons aussi appliquer le corollaire 1 du théoréme 1

3 l'opérateur S, et au point x, et nous obtenons qu'il existe

2

un point fixe y, pour l'opérateur 82 sur l'ensemble C. Le

point y, est un point fixe pour T, et donc une solution du

2
probléme (02). La construction du y, nous donne aussi que

Ve < X, et le théoréme est démontré. O
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